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VARIÁCIÓK A RAMSEY TÉMÁRA
In memóriám Gallai Tibor
GYÁRFÁS ANDRÁS1
1. KLIKKFEDÉS TÉTEL ÉS GALLAI SZÁMOK  
1.1. Intervalliimuniók Gallai számai
Az első fejezetben szereplő vizsgálatok előzménye és bizonyos fokig ihletője Gal­
lai egy kérdése volt 1968-ban. Tekintsük a sík két párhuzamos egyenesét, fíi-et 
és R?-l. Szeparált intervallumpárok rendszerén értsünk olyan véges halmazrend­
szert (hipergráfot), melynek elemei (élei) fii és Rj  egy-egy zárt intervallumának 
egyesítéseként írhatók. Gallai kérdése az volt, igaz-e, hogy páronként metsző sze­
parált intervallumpárok rendszerét két pont lefogja? Vezessük be [DGK] nyomán 
hipergráfok H családjának g(H,t) Gallai számait:
g(H,t) =  sup {r (H ) : v(H)  =  <}
//€*
ahol r (H ) jelöli H minimális lefogó ponthalmazának számosságát, v(H) pedig H 
páronként diszjunkt éleinek maximális számát.2
Szeparált intervallumpárok mintájára vezessük be a szeparált Jb-intervallumok 
S k családját: ezek olyan véges halmazrendszerek, melynek elemei R\, R2, . . . ,  Rt  
párhuzamos egyenesekről vett zárt intervallumok egyesítéseként írhatók. A k =  1 
esetben S 1 nem más, mint az intervallumrendszerek 1  családja, és Gallai egy 
közismert (publikálatlan) tétele szerint g ( l , t )  = t minden t természetes számra 
(ez alapvető tétel a gráfok elméletében). Gallai már említett kérdése az volt, hogy 
fennáll-e jf(52, l )  =  2. Ez, valamint g(Sk ,t) < 00 (k és t fix) a következő tétel 
folyománya.
1.1.1 tétel. ([GYL1]) g(Sk,t) < g(Sk~l ,T)  +  t, ahol T  = ((t + l ) t_1 -  l)í.
A tétel bizonyítása a következő lemmán alapszik, mely k szerinti indukcióval 
könnyen bizonyítható.
1 Az ELTE m atem atikus szakán 1968-ban szerzett d iplom át. Az MTA SZTAKI tudom á- 
nyo« főm unkatársa.
2 A cikk végén, a  függelékben ism ertetjük  a  gyakrabban  használt jelöléseket és definíciókat.
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1.1.2 lemma. ([GYL1]) Legyen t > 2 és H i ,H i , . . . ,H t G S k. Ha
. . . ,  A,}) <  t minden Aj £ Hj választásra, akkor valamely
i £ { 1 ,2 ,... ,<}-re v(Hi) < tk .
1.1.3 kérdés. Milyen kisebb függvény írható tk helyett az 1.1.2 lemmában?
A 1 =  1 esetben a lemma és Gallai tétele ezt adja:
1.1.4 következmény. Ha H x, H í , . . . ,  H t £ 1 (t > 2) és v{{Ax, A i , . . .  ,>4,}) < t 
minden Aj £ Hj választásra, akkor valamely i £ {1 ,2 ,. . .  ,t}-re t(Hí) < i.
Ez a következmény a Gallai tétel és a Helly tétel Lovász-féle általánosításának 
([L01]) közös megfogalmazása ( / / i =  Hí  =  . . .  =  Ht esetén az előbbi, t =  2 esetén 
az utóbbi).
1.1.1 téte l bizonyítása. Legyen H = {A x,A i , . . . ,  Am ) szeparált ib-intervallu- 
mok rendszere, i'(H)  =  t. írjuk i4,-t A, =  /j U fl, alakban, ahol /,• C R\, Bx pedig 
(A — l)-intervallum. Definiáljunk R x-en egy pontsorozatot. Legyen P0 =  —oo és 
legyen Pj a lehető legjobbra a következő tulajdonság mellett:
„({B t : I i C (P j - i , P j ) } ) = ( t  + l)k- l - l
Legyen Hj =  {ő, : /,• C (P; _ i , / j ]} .  Ekkor Pj definíciója miatt v(Hj) =  (/ +  l ) t_1 
és 1.1.2 lemma miatt ^,+1 =  oo. Ezért a P \ , . . .  P, pontokkal le nem fogott //-beli k- 
intervallumok az Ri, R3, . ..,/? *  egyeneseken olyan H' (k — l)-intervallumrendszert 
alkotnak, melyre v(H')  <<((< + l)*-1 — l) . Ebből a tétel következik. ■
A k = 2, t =  1 esetben az 1.1.1 tételből g(S2, 1) < 2 adódik. Mivel í/(5 2, 1) > 2 
triviális példából következik, kapjuk:
1.1.5 következmény. ([GYL1]) g(S2, 1) = 2.
Az 1.1.1 tétel bizonyítási módszere már k =  3, t =  1 esetén is durva, g(S3, 1) < 
< 43-at ad. Ezzel szemben az igazság:
1.1.6 tétel. ([GYL1]) g(S3, 1) = 4.
Mivel a bizonyítás elég komplikált, mellőzzük. Mindenesetre jó tudni, hogy 
általában g(Sk, 1) ^  k.
1.1.7 probléma. Kívánatos lenne g(Sk , 1) jó becslése, esetleg olyan, mely közvet­
lenül <7(5t - 1 , l )  függvényében korlátozza 0(«S*,l)-et. Érdekes lenne még g(S2,t) 
helyes nagyságrendje (az 1.1.1 tételből g(S2,t) < t 7 + t adódik).
1.1.8. Intervallumgráfok uniójának klikkfcdcse
A g(Sk,t) Gallai szám interpretálható a következőképpen is. Tekintsük azon G 
gráfokat, melyekre a(G) =  t és melyek felírhatók k intervallumgráf, G i ,. . . ,G *
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egyesítéseként. Ekkor g(Sk,t) a minimális m, melyre minden ilyen G gráf csúcsai 
lefedhetek legfeljebb m olyan teljes gráffal, melyek valamely Gj-ben vannak. Az
1.1.1 tétel szerint m csak i-tól és <-től függ. A klikkfedés tétele (1.2.3’) szerint ez 
akkor is igaz marad, ha csak annyit tesztlnk fel, hogy nem tartalmaznak a Cl, gráfok 
feszített részgráfként C«-et (négy pontú kört).
1.1.9. Nem szeparált fc-intervalluinok Gallai szám ai
Azt a természetes kérdést is megvizsgáltuk a [GYL1] dolgozatban, hogy mi 
történik, hanem követeljük meg a i-intervallumok szeparáltságát, azaz Rí =  Rj  =  
=  . . .  =  fi* = R. Jelölje l l a ifc-intervallumok családját, tehát H £ l k, ha H véges 
sok olyan halmazból áll, melyek R k zárt intervallumának egyesítéseként írhatók.
1.1.10 tétel. ([GYL1]) Fix k és t esetén g ( lk ,t) < oo.
Bizonyítás, (^-intervallumok szeparációja). Legyen H € I* , i'(H)  = t. Legyen 
Hí az a rendszer, melyet //-ból kapunk a i-intervallumok első két komponensét 
uniójuk konvex burkával pótolva. Ekkor //i-nek van T\ transzverzálisa, melyre 
|7i| < g ( lk~l ,t). A Ti által lefogott halmazokat //-ból elhagyva, a maradék 
második és harmadik komponenseit pótoljuk konvex burkukkal, így kapjuk a / / 2 
rendszert, melynek megint van |7 j | < y(I*-1 , f)-nek eleget tevő Tj transzverzálisa. 
Az eljárást (k — l)-szer iteráljuk. Azok a it-intervallumok H-ban, melyeket nem 
fog le a Ti U T% U . . .  U Tk-i halmaz, szeparálhatók az xi < Xj < . . .  < ar*_i 
pontrendszerek valamelyikével, ahol az Xi-k egymástól függetlenül végigfutnak 7) 
elemein. így a bizonyítás az 1.1.1 tételre való hivatkozással fejezhető be. ■
A Jfc = 2, t =  1 esetben pontos tétel adódik.
1.1.11 tétel. ([GYL1]) g (J \  1) =  3.
Bizonyítás. Legyen H £ I 1, v(H) = l é s  legyen Hí az az intervallumrendszer, 
melyet /f-ból kapunk az intervallumpárokat konvex burkukkal helyettesítve. Ekkor 
Hí lefogható egy x £ R  ponttal és //-ból elhagyva az x által lefogott párokat, a 
többi párt x szeparálja, így 1.1.5 alapján két ponttal lefogható a többi pár. Tehát 
y(Z3, 1) < 3. A következő példa mutatja, hogy y(ZJ , 1) > 3:
1 -------------------------  3 ________________  5 ________________
5 --------6 ______  1 _____ 2 ______  3 _____ 4 ______
2 ---------------  4 __________ 6 __________
1.1.12. Fák részerdői
Az előző szakaszok minden kérdése általánosítható úgy, hogy a számegyenes 
intervallumai helyett egy fa részfáit tekintjük. A [GYL1] eredményei azt mutatják, 
hogy egyes tételek változatlanul igazak ebben az általánosabb formában. Például 
az 1.1.5 és 1.1.11 tételekkel ez a helyzet ([GYL1]). Az utóbbi esetben az általáno­
sítás bizonyítása azonban jóval nehezebb az 1.1.11 léteiénél. Az egzisztenciatételek
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(1.1.1 és 1.1.10) általánosítására a klikkfedés tétel használható (1.3.3 A, 1.3.5). 
Nem ismert azonban olyan módszer, mellyel Gallai számok egyenlőségét lehetne 
bizonyítani.
1.1.13 probléma. ([LE]) Igaz-e, hogy Jfc-intervallumok és k komponenst! erdők 
Gallai számai egyenlők?
1.2. Klikkfedés tétel
A szeparált i-intervallumok Gallai számainak korlátossága (1.1.1 tétel) felveti, hogy 
nem lehetne-e olyan általánosítást találni, mely az intervallumrendszernek csupán 
bizonyos struktúrális tulsydonságait használja. A [GY1] dolgozatban ilyen egzisz­
tenciatétel szerepel, mely a gráfokra vonatkozó Ramsey tétel lényeges általánosí­
tása és több szempontból is a lehető legtágabb általánosítás. Ezt a tételt fogjuk 
kimondani és bebizonyítani ebben a szakaszban. Alkalmazásait az 1.3 szakaszban 
tekintjük át (de az 1.4.2 tételnél is alkalmazzuk). Először szükség van néhány de­
finícióra. i
1.2.1. A Q gráfosztály«
Jelölje Q azon gráfok osztályát, melyek komplementerében nincs két élnek 
közös pontja. Ez a gráfosztály igen közel áll a teljes gráfokhoz, Q — (J QP,q ahol
p,i
QP,q jelöli azt a gráfot, melynek komplementere p független élből és q izolált pontból 
áll. Legyen Qp = Qp,o, ezt szokás 2p pontú koktélparti gráfnak, vagy oktaéder 
gráfnak nevezni. A Q2 gráf nem más, mint C4, a négypontú kör. A Qo,q gráf pedig 
a q pontú teljes gráf, K t .
1.2.2. Színezett élű gráfok klikkfedési száma
Legyenek a G gráf élei k színnel színezve, egy él több színt is kaphat. Ekkor G 
klikkfedési száma, 0(G), jelentse azt a legkisebb m számot, melyre G pontjai lefed- 
hetők m egyszínű teljes részgráf pontjaival. A Jfc = 1 esetben a definíció és a jelölés 
összhangban van a színezetlen gráfok 0(G) klikkfedési számával, vagyis G komple­
menterének kromatikus számával. Ezért a 0(G) jelölést színezett és színezetlen élű 
gráfokra egyaránt használhatjuk.
1.2.3 téte l. (Klikkfedés tétel, [GY1]) Rögzített G \ ,G i .......G* G Q gráfokhoz
létezik olyan a — s(G j, G-j,. . .  ,G t)  természetes szám, melyre igaz a következő: ha 
K teljes gráf éleit úgy színezzük k színnel, hogy 0(K) > s, akkor valamely i-re 
(1 < * <  A) K feszítve tartalmazza Gj-t az i színben.
M egjegyzések.
1. Ha Gi, G j , . . .  ,Gk teljes gráfok és a hozzájuk tartozó Ramsey számot R = 
= R(G  1, G j , . . .  ,Gk) jelöli, akkor
a < R <  (m ax  |K(G,)| -  l ) ( .  -  1) +  1
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tehát 8 létezéséből triviálisan következik R  létezése.
2. A tételben a Q gráfosztály nem bővíthető „diagonális” értelemben: ha olyan H 
gráfosztályt keresünk, melyre minden Gi,G?, .. . ,G k  G “H választás esetén fennáll 
a tétel, akkor Ti C Q ([GY1]). Lehetséges azonban „nem diagonális” kérdés, melyre 
az 1.4.1 szakaszban térünk vissza.
3. A tételben K  teljes gráf helyett nyilván tetszőleges G gráfot írhatunk, azon az 
áron, hogy s nem csak Gi, G i, . . .  ,G*-tól, hanem a(G)-től is függ. így az 1.2.3 tétel 
következő variánsát kapjuk.
1.2.3’ té te l. ([GY1]) A  G i,G j,.. <,G* e  Q gráfokhoz és a 0 természetes szám­
hoz létezik olyan 8 =  s (G i,G j,. . .  ,G t ,a 0) szám, melyre igaz: ha egy G gráfra 
q(G) <  a 0 és G éleit úgy színezzük k színnel (egy él több színt is kaphat), hogy 
6(G) > s, akkor valamely i-re (1 <  « < i )  G feszítve tartalmazza G,--t az i színben.
1.2.3 té te l bizonyítása (osztályozó struktúra keresése).
a. Nyilván elég azt az esetet tekinteni, amikor G,- =  QPi (1 < * <  k), hiszen tetsző­
leges Q-beli gráf feszített részgráfja Qp-nek valamely p-re.
b. A bizonyítás egyszerűbb eleme a Ramsey tételből ismert indukció a 
(P i.P 2 . • ■ • ,Pk) vektor komponenseire. A kezdőeset triviális, hiszen 
»(Qp h Qp v - i Qph) = 1 ha bármelyik p, = 1.
c. A bizonyítás lelke az „osztályozó struktúra” rekurzív definíciója. A 
C = {ci,c2,...,c * }  színhalmazzal színezett K  teljes gráfban H(C) osztályozó 
struktúrát így definiáljuk: ha C — {ej} (azaz |C| =  1), akkor H(C) egy olyan 
él A"-ban, mely nincs a c* színnel színezve. Ha C =  {ci, C2,. . . ,  c*} és k > 2 akkor 
legyen //(C)-nek egy kitüntetett x pontja, melyet H(C) centrumának nevezünk. A 
H (C )—x legyen felírható T1UT2U.. .UT* alakban, ahol tetszőleges i € { 1 ,2 ,..., Jb}- 
-re igaz:
— Ti osztályozó struktúra a G — {c,} színhalmazra
— ha y € V(Ti), akkor az xy  élen nincs c< szín 
Példa:
(A felülvonás azt jelenti, hogy az élen nem szerepel az illető szín.)
Az osztályozó struktúra definíciójából bizonyíthatók az alábbi állítások.
d. á llítás. Egy osztályozó struktúra pontszáma felülről becsülhető a színszám (k) 
függvényében.
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e. á llítá s . Tegyük fel, hogy K  élei a C  — {ci,C2,. . .  .c*} színhalmazzal vannak 
színezve és H(C) egy osztályozó struktúra K -ban. Ekkor minden y € V ( K ) — V(H) 
beosztható H(C) valamely u,v pontpárjához úgy, hogy valamely i-re (1 < i < k) 
az ui> élen nincs Cí szín, de az yu és yv éleken van c* szín.
Ha K  C = {ci,C2,. . .  ,c*} színhalmazzal való színezésében van //(C ) osztá­
lyozó struktúra, akkor e. alapján V (K )  — H(C) pontjai legfeljebb fc (^ )  csoportba 
oszthatók és minden csoport klikkfedése korlátos b. alapján. A csoportok száma 
a d. állítás miatt korlátos. így a bizonyítás teljes, ha belátjuk:
f. á llítás . Ha K  teljes gráf C — {ci, C2,. . . , c*} színhalmazzal színezésében nincs 
H{C)  osztályozó struktúra, sem QPi feszítve az i színben, akkor 0(K) korlátos. 
Ezt az állítást a b. indukció és ír-ra vonatkozó indukcióval bizonyítjuk. Jelölje 
Lc. K  azon pontjait, melyek c,-környezetében nincs C  — {e,} színekre osztályo­
zó struktúra. (Az u pont c,-környezete azon v pontokból áll, melyekre uv nem c,- 
színű.) Elég 0(LCi) korlátosságát belátni, mert az LCi halmazok egyesítése V(K). 
Legyen uv olyan él LCi-ben, melyen nincs c< szín. Az LCi definíciója miatt u (és 
v) Cj-környezetei LCi-ben nem tartalmaznak C — {e;}-re osztályozó struktúrát, így 
ifc-ra vonatkozó indukcióra hivatkozhatunk. Az LCi azon pontjainál, melyek mind 
u, mind v c;-környezetében benne vannak, a korlátos fedés b.-ből következik.
1.3. A klikkfedós tó tu l alkalm azásai
Legyen G egy gráf. A H hipergráfot G-mentesnek nevezzük, ha metszésgrálja, 
L (//) , nem tartalmazza G-t feszített részgráfként. Egy hipergráfcsalád G-inentes, 
ha minden hipergráfja G-inentes. A klikkfedés tételt először arra alkalmazzuk, hogy 
hipergráfok összegének részhipergráfjaira bizonyítsuk a Gallai számok korlátossá­
gát.
1.3.1. H ipergráfok összege, többszörözése
Legyenek //j , H ^,. ■ ■, Hk hipergráfok. összegük, az a hipergráf, mely­
nek ponthalmaza élhalmaza pedig {e = ex U e2 U . . .  U ek : e, € Hí). A-
mennyiben / / j = H2 =  . . .  =  //* =  H, akkor H többszörözéséről (t-szorozásáról) 
beszélünk, melyet //*-val jelölünk. Az összeg ezen definíciója ugyanaz, mint a Jo in” 
([BERGE] 488.old.) vagy „union” ([WELSH] 288.old.). Ha például R \ ,R i ,  . . . ,R k  
a sík párhuzamos egyenesei és //< az R í összes zárt intervallumainak hiperg- 
rálja, akkor Yl Hi részhipergráfjainak családja nem más, mint S k, a szeparált 
^-intervallumok családja. Ha a példát úgy módosítjuk, hogy R\ =  R\ = . . .  = 
=  Rk = R  és H az R  összes zárt intervallumából álló hipergráf, akkor H k részhi- 
pergráfjainak családja l k lesz, a ír-intervallumok családja.
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1.3.2. D iszjunkt Összeg részhipergráfjainak  Gallai szám ai 
A klikkfedés tétel közvetlen alkalmazása az
1.3.3-tétel. ([GY1]) Legyenek G \, G j , . . . ,  G* G Q gráfok és H\, Hj, . . . , / / *  pont- 
diszjunkt hipergráfok. Tegyük fel, hogy Hí Gi-mentes és g(rész(Hi), 1) < oo. 
(rész(H) jelöli H véges sok élből álló részhipergráfjainak családját, lásd 4.1). Ekkor 
fffrész (52H i),t) < oo.
Bizonyítás. Legyen H G rész (]T //,)  és v(H ) =  t. Jelölje G H metszésgráfját, 
ekkor a(G) =  v(H) =  t. Színezzük ki G éleit a következőképpen. Ha « , /  6  ff 
és e =  ei U e j U  . . .  U«t ,  /  =  / i  U /a U . . .  U /*, továbbá e fi /  ^  0, akkor G 
vt vj élét színezzük mindazon j  színekkel, melyekre ej n / j  ^  0. A Hí hipergráfok 
diszjunktsága miatt G minden éle színezve van és 1.2.3’ tételt alkalmazva kapjuk, 
hogy 0(G) korlátos. A G klikkfedésének egyszínű klikkjei viszont páronként metsző 
éleknek felelnek meg J/,-ben, melyek g(rész(Hí), 1) < oo ponttal lefoghatók.
Az 1.3.3. tétel olyan H hipergráfra alkaimazható, mely G-mentes valamely 
G G C-ra és g(rész(H), 1) < oo. A következő példák az intervallumok különböző 
irányú általánosításai, így ezekre alkalmazva az 1.3.3 tételt, az 1.1.1 tétel különböző 
általánosításait kapjuk.
A. Fák részfái. Legyen H egy fa részfáiból álló hipergráf. Ekkor H (Jj-mentes 
(sőt, metszésgrálja merevkörű) és g(rész(H), 1) =  1 (Helly tulcydonság).
B. A d dim enziós té r  téglái (boxai). Ha H hipergráf élei a d dimenziós tér 
tengelypárhuzamos oldalú téglái (boxok), akkor H Qd+i-mentes ([RO]) és nyilván 
g(rész(H), 1) =  1.
C. H om otetikus konvex sokszögek. Legyen P  a sík egy konvex sokszöge. Ha 
H = H(P) hipergráf élei azok a sokszögek, melyek P-ből pozitív homotéciával 
állnak elő, akkor </(rész(H), 1) < oo ([DGK]). Másrészt H Q/,+i-mentes, ahol h 
jelöli P oldalirányainak számát ([GY1]).
1.3.4. Többszörözés részliipergráijainak  Gallai szám a
Az 1.3.3 tételben lényeges a hipergráfok diszjunktsága, így az csak szeparált 
rendszerek Gallai számainak korlátosságát mutathatja. A (^-mentes hipergráfokra 
viszont többszörözés esetén is igaz az 1.3.3 megfelelője. A következő tétel ezért 
1.1.10 általánosítása.
1.3.5 tétel. ([GYL3]) Ha H hipergráf Q2-mentes és g(rész(H), 1) < oo, akkor 
g(réaz(Hk),t)  < oo. (Jk,t rögzített.)
Bizonyítás. Legyen M  G rész(H k), v(M ) =  i. Minden e< G M  él felírható 
c« =  e,i U e,2 LK.-Ue,* alakban, ahol e<j G H. Nevezzük e,j-t e,- j-edik kom­
ponensének. Jelölje G M  metszésgráfját és színezzük ki G éleit a következő módon. 
Ha e< és ej M  két metsző éle, i és j  jelölje G megfelelő pontjait. Színezzük G ij  
élét
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— p színnel (1 <  p < jfc) ha e< és ej p-edik komponensei metszők (egy él itt több
színt is kaphat),
— kékkel, ha e,--nek és e^-nek van közös komponense,
— pirossal, ha az előzőkben nem kapott színt.
llymódon G minden élét kiszíneztük legalább egy színnel, legfeljebb k 4- 2
színt használva. Az 1,2....... k színekben G nem tartalmazhatja feszítve Qi gráfot,
mert II (^-mentes. Könnyű belátni, hogy G kék színben nem tartalmazhat k7-nél 
több pontú klikket. Tegyük fel, hogy G piros színben tartalmaz egy K, klikket, az 
általánosság megszorítása nélkül feltehető, hogy K, pontjai 1 ,2 ,...,« . Tekintsük 
azt a T  gráfot, melynek pontjai e,-j € / /  éleknek felelnek meg, í = 1 ,2 ,.. . ,*  
és j  =  1 ,2 ,. . . ,  jfc. Ha íj jé »2 akkor az Xitj t és pontok között 7-ben pontosan 
akkor legyen él, ha e,-^, H e,aJ-3 jé 0. A piros élek definíciójából következik, hogy 
j i  =  fa esetén Xjlj l és X{3j 3 közt nincs él T-ben, továbbá bármely ij jé esetén 
van olyan j \  és j j ,  hogy Xí j , és Xi3j 3 között van él T-ben. Ezért T  Jfc-osztályú gráf, 
melynek legalább (J) éle van, így van két olyan osztálya, melyek között legalább 
(2)/(2)él van. Jól ismert sűrűségié tel szerint ([GRS]) 95.old.) e két osztály közötti 
élek C*4-et határoznak meg, ha s elég nagy, ez pedig ellentmond annak, hogy II 
(^-mentes. Tehát s nem lehet nagyobb dkJ-nél.
A G gráf tehát k +  2 színnel színezett, a(G) = t, és minden színben tiltott Q 
osztály valamely gráfja. Ebből 1.2.3’ tétellel következik tételünk. ■
Az 1.3.5 tétel Q-j helyett Q3-mal már nem igaz, ezt a következő példa mutatja 
([GYL3]). Legyen / /  a sík függőleges és vízszintes egyeneseiből álló hipergráf, II 
<j3-mentes és j/(rész(//), 1) =  1. Viszont az x — i, y = i egyenespárok i =
1,2....... n-re H 7-nek olyan M  részhipergráfját adják, melyre u(M) = 1, r(A/) =
[n/2] és így g(réaz(H7), 1) =  00.
1.3.6. M agasabb dim enziós G allai szám ok
Definiáljuk Ti hipergráfcsalád p-dimenziós Gallai számait 1 < p < t esetén:
g (H ,t ,p )=  sup { r( //)  : vP(H) = <}
HíH
ahol izp( //)  jelenti H azon éleinek maximális számát, melyek között nincs p + 1 
élnek közös pontja. Mivel L'i(II) =  az eddig definiált Gallai számok az
egydimenziós Gallai számok. A klikkfedés tételt az 1.3.5 tétel bizonyításában látott 
módon használva, Lehel bebizonyította az 1.3.5 következő általánosítását.
1.3.7 tó tel. ([LE]) Legyen / /  Q j+\-mentes hipergráf, g(rész(H), 1) < 0 0  és p = 
=  m in(l, d). Ekkor (fix t ,d ,k  — ra) g(rész(IIk),t,p) < 00.
Ez a tétel d =  1 esetén az 1.3.5 tételt adja. Fő alkalmazása az, amikor / / a d  
dimenziós téglák hipergráfja.
Régi nyitott kérdés, hogy igaz-e y(rész(//), 3,2) < 00 a sík konvex halmazaiból 
álló II hipergráfra ([DGK]). Ennél gyengébb állítást be lehet látni a klikkfedés tétel 
segítségével.
8
1.3.8 tétel. Jelölje Hj a sík konvex halmazaiból álló olyan H hipergráfok csa­
ládját, melyekhez van olyan H' C H, melyre \H'\ < j  és t (H') = 3. Ekkor 
g(n j t 3,2) < oo ( j  fix).
1.4. A klikkfedés té te l álta lánosítási lehetőségei
1.4.1 Nem diagonális eset g ráfokra
A klikkfedés tételnél azt a legszélesebb gráfosztályt határoztuk meg ( a ß  g- 
ráfosztályt), melyre minden G i, G2, . ,G* G ö  esetén a K  teljes gráf éleinek min­
den 0(K) > f (G i ,G a, . . . ,G k)  feltételnek eleget tevő ^-színezésében valamely i-re 
(1 <  i <  k) K  az » színben feszítve tartalmazza G,-t. Ez diagonális Ramsey típusú 
tétel. A nem-diagonális esetnek az felel meg, hogy olyan {7i, Qi, ■ ■ ■ ,Gk gráfosztá­
lyokat keressük, melyekre Gj G Gi tetszőleges választásába K  teljes gráf éleinek 
minden „nagy klikkfedésű” Jb-színezésében lesz G, feszítve az » színben. A [GY2] 
konstrukció alapján kiderül, hogy triviális esetektől eltekintve csak két lehetőség 
van a G\,Gi, . . .  ,{7* osztályok választására:
(1) Minden Gi =  Q
(2) Egy kivételével minden Gi teljes gráfokból áll, a kivételes osztály pedig olyan 
gráfokból, melyek komplementerében nincs kör.
Az (1) esetet a klikkfedés tétel elintézi. A (2) esetben egyszerű megfontolás mutatja, 
hogy elég a k =  2 esetre szorítkozni, továbbá feltételezhető, hogy K  olyan 2- 
színezéséről van szó, melyben minden élnek egyetlen színe van. Ezen redukciók 
után a (2) feltételnek megfelelő klikkfedési probléma a következő sejtéshez vezet.
1.4.2. Feszített fa sejtés. ([GY2], [SU]) Legyen F  körnélküli gráf, p pedig termé­
szetes szám. Van olyan m = m(F, p) szám, hogy amennyiben G gráfra w(G) < p 
é® \ (G )  > m, akkor F  feszített részgráfja G-nek.
Ez a sejtés vezetett a x-korlátos gráfok vizsgálatához, melyet a második feje­
zetben tárgyalunk.
1.4.3. Nem -diagonális klikkfedés h ipergráfokra
A [GYl]-ben már szerepel az a megjegyzés, hogy a diagonális klikkfedés tétel 
hipergráfokra már nem ad újat a Ramsey tételhez képest. Pontosabban, r-uniform 
hipergráfok esetén a diagonális klikkfedés tétel csak arra az osztályra áll, mely a 
teljes r-uniform hipergráfokat és azt a (triviális) hipergráfot tartalmazza, melynek 
r  pontja van és nincs éle. A gráfokhoz hasonlóan, itt is csak akkor van remény 
klikkfedés tételre, ha teljes hipergráfokból áll, 7f2 pedig olyan hipergráfokból, 
melyek komplementerében nincs kör. A legelső eset a 3-uniforin hipergráfok esete, 
H\ =  Á'|, H2 =  K 4 — e választással. Ebben az esetben igaz a klikkfedés tétel és a 
bizonyítás a gráfok diagonális klikkfedés tételét használja Q? £ Q választással, két 
színre. Az 1.4.4 tétel után két kunstrukció következik, melyek azt mutatják, hogy 
a tétel nem általánosítható bizonyos értelemben.
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1.4.4 tétel. Van olyan c konstans, melyre igaz: ha H 3-uniform hipergráfra 
o(H ) = 3 és A'J — e nem feszített részhipergráfja H-nak, akkor 6(H) < c.
Bizonyítás. Tegyük fel, hogy ABC  0 / / .  A V(H) — [A, B ,C )  partícionálható Xi,  
X 2, X 3 halmazokra, hogy B A B  í  H ha P  G X i , PÁC $ H ha P G X 2, P B C  í  H 
ha P G JV3. Elég belátni, hogy Aj lefedhető c klikkel. Legyen D, E  G X i , D /  E. 
Mivel DAB ,E A B  $ H, D E A G H vagy D E B  G II (n ( I I ) = 3 feltétel miatt). 
Ezért Aj felfogható egy két színnel (A és B) színekkel színezett teljes gráfnak, 
melyet /<j-e 1 jelölünk (egy él két színt is kaphat). A Aj egyszínű klikkjei //-ban is 
klikket feszítenek a A j — e tiltása miatt. Tegyük fel, hogy Aj-ben van egy egyszínű 
feszített Q2, mondjuk A színben. Mivel ot(II) =  3, Q2 valamely hárompontú 
részhalmaza él H-ban. Ezen él pontjaihoz A -1 hozzávéve A j — e keletkezik H-ban, 
ami ellentmondás. Tehát K\  színezésében nincs egyszínű Q2, ezért a klikkfedés tétel 
(1.2.3) alapján a tétel következik.
1.4.5 kérdés. Mi c legkisebb értéke 1.4.4-ben?
1.4.6 konstrukció. Az 1.4.4 tétel a(H) = 4 esetén már nein igaz. Tetszőleges 
p pozitív egészre legyen Gp olyan gráf, melyre 6(GP) > p és Gp komplementere 
nem tartalmaz 3,4,5 hosszúságú köröket ([EH2]). Ekkor Gp pontjain definiáljuk H 
3-uniform hipergráfot úgy, hogy ABC  G II akkor és csak akkor, ha A B C  a Gp 
gráfban A'3-mal izomorf.
1.4.7 konstrukció. Az 1.4.4 tétel nem igaz r-uniform hipergráfra r > 4 esetén. 
Legyen r > 4 és IP olyan (r — l)-uniform hipergráf, melynek komplementerében 
nincs 2 és 3 hosszúságú kör, továbbá 6(11') =  p. Ilyen hipergráf létezése jól ismert 
([L04], (NERÖj). Definiáljuk / /-1 IP ponthalmazán úgy, hogy II egy r  elemű 
részhalmaza pontosan akkor él, ha //'-ben klikket határoz meg.
1.4.8. Klikkfedés tilto tt  részhipergráf nélkül
Korlátos klikkfedést tilto tt részgráf (vagy részhipergráf) nélkül is lehet garan­
tálni, ha elég erős metszetfeltételt teszünk fel. Érdekes, hogy a korlátosság határa 
pontosan megállapítható.
1.4.9 tétel. ([GY3]) Legyenek r,m  > 2 természetes számok, M  =  rm + i,
0 < i < r. Ha / /  r-uniform hipergráf, melyben bármely M pont között van 
M -  m-f 1 pontú klikk, akkor 0(11) < rn +  1. IIa csak azt tesszük fel, hogy bármely 
M pont között M  — rn pontú klikk van, akkor 6(H) tetszőleges nagy lehet (nem 
függ r,m, i-től).
A tétel egyszerűen bizonyítható, és a következő kérdést veti fel.
1.4.10 kérdés. Igaz-e 1.4.9 tétel 6(H) < m következtetéssel? (Könnyű látni, hogy 
6(H) < m — 1 már nem igaz.) Az r =  2 eset könnyű (1.4.11). A legérdekesebb­
nek az m =  2 eset látszik, mivel ekkor 6(H) < 2-t kellene bizonyítani, ami a
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2-színezhetőség komplementer fogalma. Ebben az alakban a kérdés így szól: (m = 2, 
j =  0) ha H r-uniform hipergráf legalább 2i pontú és bármely 2r pontja közti élek 
egy ponttal lefoghatók, akkor H 2-színezhető?
1.4.11 téte l. (GYUP1) Ha a G gráfra IV^G)! > 2m és G bármely 2m pontja közt 
van m + 1 pontú klikk, akkor 6(G) < m.
B izonyítás. Indukció IV^G)!—re. Ha |(V(G)| =  2m, akkor az állítás nyilvánvaló. 
Ha |K(G)| = n > 2m, akkor legyen x € V(G). Indukció miatt 0(G — x) = m  és 
feltehető, hogy x nincs összekötve legalább m ponttal G-ben. Ezért G egy m pontú 
teljes részgráfjának a i ,a 2 , . . . ,a m pontjaihoz válaszhatók 6i,62, . . . , 6m különböző 
pontok úgy, hogy <^6, £ E(G) i =  1 ,2 ,.. . ,m . Az a, és 6; pontok által feszített 
részgráf megsérti a tétel feltételét. ■
2. x-KORLÁTOS g r á f o s z t á l y o k
Definiáljuk a x-korlátos gráfok osztályát, ennek előzményei az 1. fejezetben, il­
letve [GY2], [GYL3] dolgozatokban szerepeltek. A fogalom és a felmerülő alapprob­
lémák szisztemetikus vizsgálata [GY6] és [GY7]-ben történt, sok nyitott kérdést 
kitűzve. Itt nagyjából [GY7] tárgyalását követem, kiegészítve x-korlátos gráfosztá­
lyok on-line színezési algoritmusaihoz kapcsolódó eredményekkel ([GYL5], [GYL7], 
[GYL8]).
A x-korlátosság komplementáris fogalma a ^-korlátosság. Kérdés, hogy a per­
fekt gráf tételhez ([L03]) hasonló tétel összekapcsolja-e a két fogalmat (2.6). A 
X-korlátossággal analóg (és ahhoz kapcsolódó) fogalmak hipergráfokra is vizsgálha­
tók. Ilyen fogalom például a r-korlátosság, melynek duális fogalma a p-korlátosság 
([GYL3]). Az előbbi a Gallai számok korlátosságának felel meg (1. fejezet), az u- 
tóbbira [GYL3]-ban és [BL]-ben vannak példák.
2.1. x-korlátos és ^-korlátos gráfok
Egy /  : N —* N  függvényt x-korlát függvénynek nevezünk Q gráfcsaládra, ha 
minden G € Q és minden G' C G feszített részgráfra
X(G') < f(u(G ')).
A & gráfcsalád x-korlátos, ha létezik X'korlát függvénye. Ha Q család x* 
korlátos, akkor van legkisebb x-korlát függvénye, nevezetesen
/*(*) =  max{x(G') : G ' c G e G ,  u(Gt) = x}
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A x-korlátosság komplementáris fogalma a ^-korlátosság. Egy Q gráfcsalád 
0 korlátos /  0-kori át függvénnyel, ha
O(G') < f(a(G'))
teljesül minden G ' c G G  í/-re (C  feszített részgráfja G-nek). Nyilván Q 0-korlátos 
/  0-korIát függvénnyel pontosan akkor, ha Q x-korlátos /  x-korlát függvénnyel 
(G jelöli G komplementereiből álló családot).
Példaként tekintsünk néhány geometriailag definiált hipergráfcsalád metszés­
gráfjait.
A. H úrgráfok  (kör húrjainak metszésgráfjai, lásd[GO]). Itt a legkisebb x-korlát 
legfeljebb exponenciális ([GY5], [KO]), de nem lineáris ([KO]). Ugyancsak 
Kostochka tétele, hogy a legkisebb 0-korlát íí(xlogx).
B. Box gráfok (a sík tengelypárhuzamos oldalú téglalapjaiból álló hipergráfok 
metszésgráfjai). A legkisebb x-korlát függvény legfeljebb 0 (x 2) és /*(2) =  6 ([AG]). 
Igen meglepő, hogy a 3-dimenziós box gráfok osztálya nem x-korlátos ([BÚR]). 
A legkisebb 0-korlátra Károlyi nemrég bebizonyította, hogy legfeljebb O(xlogx).
C. k-intervallum  g ráfo k  (Ár-intervallumok metszésgráfjai). A ^-korlátosság itt
1.1.10 tételből következik. A x-korlátosság bizonyítása egyszerűbb, és lineáris 
(2k(x — 1)) korlátfüggvény van ([GY5]).
2.2. A fesz íte tt fa s e jté s
Jelölje G(G) a G gráfot feszítve nem tartalmazó gráfok osztályát. Ekkor a feszített 
fa sejtés (1.4.2) így fogalmazható.
2.2.1 sejtés Ha F  erdő, akkor G(F) x-korlátos.
A sejtést elég fákra belátni, hiszen minden F  erdő feszített részgráfja egy fának, 
így azonban minden T  fára igazolni kellene G(T) x-korlátosságát ahhoz, hogy G(F) 
X-korlátossága következzen. Ezért hasznos a következő
2.2.2 propozíció. Ha F  erdő minden C  komponensére G(C) x-korlátos, akkor 
G(F) is x-korlátos.
2.2.3 tétel. ([GY7]) Jelölje P„ az n pontú utat. A (7(Pn) osztály \-korlátos és 
legkisebb /*  (x) korlátftlggvényére fennáll
M egjegyzés. Azn =  3 é s n  =  4 esetekben az alsó korlát x és ez pontos, mivel G{Pa) 
és G(Pa) perfekt gráfosztályok. Az n =  5 esetben azonban csak exponenciális felső 
korlát ismeretes f&(X)-re. Érdekes lenne eldönteni, hogy van-e polinomiális korlát.
12
Ha van, következne belőle Erdős és Hrynal egy problémájának speciális esete: van 
olyan e, hogy ha g € G(Pi), IV'(G)! =  n, akkor G vagy G tartalmaz egy legalább 
n‘ pontú teljes részgráfot (sejtés szerint ez P& helyett tetszőleges gráfra igaz).
2.2.3 bizonyítása. Fix n mellett u»(G)-re vonatkozó indukció, melynek kezdő ese­
te (w(G) = l) triviális. Az indukciós feltételt használva a következő állítást lehet 
bizonyítani, mely (RiR? ...R n  feszített utat mutatva G-ben) ellentmondásra vezet. 
Á llítás. Ha G G G(Pn) és *(C?) > ( n - l f ^ -1 akkor definiálhatók
V(G ) D V(Gi) D V(Gi) D . . .  D V(Gn) részgráfok és R í £ V(Gi) pontok, melyek­
re minden » ' €{1,2, . . . ,  n}-re teljesül:
(i) Gi összefüggő részgráf G-ben
(ii) x í G O X n - i K n - l ) ^ - 1
(ifi) Ha 1 < j  < i és R  € V(Gi) akkor R jR  pontosan akkor éle G-nek, ha j  =  t — 1 
és R  =  Rí . m
A csillag esete jóval egyszerűbb az úténál. Ha K i „  jelöli az n élű csillagot, 
akkor igaz
2.2.4 propozíció. ([GY7]) A G{R\,n) legkisebb /*(x) x-korlát függvényére 
R(n,x  +  1) — 1
Jn\X ) < R (n ,x)i
I
A faktor, esetén a klikkfedés tétel bizonyítása 0 (z , (m“ 1) x-korlát függ­
vényt ad a G{jnK2) osztályra, ez explicit formában szerepel [WA]-ban.
2.2.5. Kis e rdők  x-korlát függvényei
Kis erdők esetén a legkisebb x-kodát függvények Ramsey számok közelében 
vannak. A következő eredmények [GY7]-ből valók (az első két esetben a korlátok 
kielégítőek, az utóbbi két esetben nem világos a helyes nagyságrend).
A 4. esetben a felső korlátot a klikkfedés tétel módszere adja, explicit formár 
ban szerepel [WA]-ban. Az alsó becslés (ahol a négyes kör-teljes gráf Ramsey száma 
áll) Chung ([CHU]) eredménye alapján legalább c i1+*. A probléma újra felmerül
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Erdős és El-Zahar ([EEL]) dolgozatában, melynek kapcsán Nagy és Szentmiklóssy 
20 dollárt keresett /* (3 ) = 4 bizonyításával.
Legfeljebb öt pontú F  erdőkre {7(F) x-korlátossága miatt ismert, hatpontúak 
között van két hiányzó eset.
5. P rob lém a. Bizonyítsuk {7(F) ^-korlátosságát, ha F  a következő két fa valame­
lyike:
2.2.6. H ároniszögm entes gráfok
A feszített fa sejtés még akkor is nyitott a legtöbb fára, ha háromszögmentes 
gráfokra szorítkozunk. Itt az út mellett a kétszintes fákra van megoldva a sejtés. 
Egy fa kétszintes, ha valamely pontjából minden más pont elérhető legfeljebb két 
élű úton.
2.2.7 té te l. ([GYSZT]) Legyen F rögzített kétszintes fa. Ha G 6 {7(F) és Ka {£ G, 
akkor x(G) < c = c(F).
A bizonyítás nehéz, ezért mellőzöm. Ha C3 mellett C4 is tiltott gráf, akkor a 
feszített fa sejtés könnyen bizonyítható minden fára.
i
2.2.8 té te l. ([GYSZT]) Legyen F rögzített k pontú fa. HaG  € {7(F), C3, C4 <£_ G, 
akkor x(G) < k.
2.2.9 problém a. Háromszögmentes gráfok esetén a legkisebb fa, melyre a feszített 
fa sejtés nyitott:
2.3. I rá n y íto tt  részfák  tiltása
Érdekes lehet annak vizsgálata, mi történik, ha irányított fákra nézzílk a feszített 
fa sejtést. Ennek ötlete más témából ered. Egy irányított D gráf ib-tranzitív, ha 
bármely k élű PjPj . . .  PtPb+i irányított útjára P\Pk+ 1 él D-ben. Ez a fogalom 
Hararytól származik, néhány eredmény van [GYJK]-ban. Igaz-e, hogy a Jb-tranzití- 
van irányítható gráfok osztálya x-korlátos. (A Jb =  2 esetben a tranzitívan irányít­
ható gráfok osztályáról van szó, ami perfekt.) A k — 3 esetben ahhoz a problémához 
jutunk, hogy x-korlátos-e az irányított P4-et feszítve nem tartalmazó irányított g- 
ráfok osztálya. Vezessük be a következő jelöléseket. Legyen T  egy irányított fa és
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G(T): azon gráfok osztálya, melyek irányíthatók úgy, hogy nincs bennük T  fe­
szített részként
Ga c (T): azon gráfok osztálya, melyek aciklikusan irányíthatók feszített T  nélkül.
Kérdés, hogy Ga c (T) (vagy általánosabban) G(T) mikor lesz ^  korlátos. Az e- 
redmények és kérdések a következők. (Irányított részgráfokat feszítve tartalmazó 
gráfok és Ramsey elmélet kapcsolatáról lásd [CD]-t.)
2.3.1. P* irány ításai ([GY9]
A. A Gac ( • > • ■ • « • )  osztály Chvátal tétele ([CH2]) szerint perfekt. K érdés: 
G ( • > • > • < •) x-korlátos?
B. Kérdés: Gac (•■♦• ♦•) x-korlátos?
C. M eglepetés: Gac (•  * •  «—• »•) nem  x-korlátos.
Tekintsük a jól ismert Erdős-Hajnal gráfot ([EH 1)), melynek pontjai az ( i, j)  párok 
1 <  t < j  < n esetén és (a,fc), (c, d) pontok akkor és csak akkor vannak összekötve, 
ha 6 = c vagy a =  d. Az előbbi esetben legyen az irányítás (a ,i)  —» (b,d), 
az utóbbiban (c,d) —+ (b,d). Ennél az irányításnál nincs ( • > » « • > • )  feszítve, 
u(Gn) = 2, x (G „)=  LlognJ ([L02]).
2.3.2. Csillagok. Jelölje S t j  azt az irányított csillagot, melynek befoka i, kifoka j .  
Könnyen bizonyítható, hogy G(Soj) x-korlátos, kevésbé egyszerű, hogy Ga c {S\ j ) 
is az. Nem világos azonban, hogy Í7(5i,2) és Ga c ÍSj j ) x-korlátos-e.
2.4. Több részg ráf tiltá sa
Egy részgráf helyett több (esetleg végtelen sok) részgráf tiltásának is fontos szerepe 
van a X'k°rláto8ságnál. Például Kierstead bebizonyította, hogy K 13 és 
Ki-e  tiltása esetén r + l a  legkisebb x-korlát függvény ([KI2]), és ez általáno­
san is igaz ([KI3]). Hasonló eredmény van [DH]-ban. Nyitott kérdés például, hogy 
X-korlátos-e a négynél hosszabb köröket feszítve nem tartalmazó gráfok osztálya 
([GY7]). Egyik legmeglepőbb kérdés, hogy x-korlátos-e a Berge gráfok osztálya 
([GYL3]).
Ha (mint a Berge gráfok esetén) a tiltott gráfok osztálya komplementerképzésre 
zárt, akkor a x- és ö-korlátosság (és a legkisebb x- és 0-korlát függvény) ugyanazt 
jelenti. A következő két tétel [GY7]-ből való.
2.4.1 té te l. G(Ki'3, K  1,3) legkisebb korlátfdggvénye |3x/2j.
Bizonyítás. Ha G € í?(/fi,3, Ky^) és G nem perfekt, akkor Parthasarathy és 
Ravindra tétele ((PARAJ) miatt G-ben van feszített részgráfként legalább öt pon­
tú páratlan kör, vagy komplementere. Nem nehéz belátni, hogy a többi pontja 
G-nek vagy teljesen össze van kötve ezzel a részgráffal, vagy egyáltalán nincs vele 
összekötve. Ebből indukcióval adódik a tétel. ■
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2.1 2 tétel. {7(2/y'2, 2A'j) legkisebb korlátfUggvénye x + l.
Bizonyítás. Azt elég bebizonyítani, hogy G € (7(2A'a, 2A2) esetén V(G) két 
klikkre és egy független halmazra partícionálható. Legyen S  független halmaz 
G-ben, melyre |S| =  o(G). Ha x ,y  € V(G) -  S, xy $ E(G) akkor 2Aj £  G 
miatt r(*)ns és r(j/)n5' nem üres, tartalrnazkodó halmazok, mondjuk r(x)nS C 
C r(y) H S. Mivel 2Ä j G, ezért |T(x) n 5 | =  1. A fentiek miatt
Ki  =  {* : * € V(G) -  S, |r(*)nS| > 1} klikk. Belátjuk, hogy V (G )-(SuA i) is 
klikk. Ha u ,v €  V(G) -  (S  U Ki) és uv £ E(G) akkor |r(u )nS | = | l » n S |  = 1. 
De r(« )n s = r (r )n 5  ellentmond 5 maximalitásának, I'(u)nS jé r(e)nS pedig 
a 2Aj £  G feltételnek. ■
2.5. Kom plem entáris korlátfüggvények
Jelölje Qj azon gráfok osztályát, melyekre az /  függvény 0-korlát. Az /  függvénynek 
létezik komplementáris korlátfüggvénye, ha Gj x-korlátos. Ekkor Gj legkisebb x- 
korlát függvényét /  komplementáris korlátfüggvényének nevezzük. Vegyük észre, 
hogy x  és 0 szerepel, cserélhet a definícióban.
Milyen függvényeknek van komplementáris korlátfüggvényük? A perfekt gráf 
tétel ([L03]) szerint az f ( x )  = x önmagának komplementere. A következő tétel 
szerint csak kis függvényeknek lehet komplementáris korlátfüggvényük.
2.5.1 tétel. ([GY7]). Ha /(x)-nek van komplementáris korlátfUggvénye, akkor 
inf/(* )/*  = 1.
Bizonyítás. Elég belátni, hogy az f , (x )  =  (l + c)x függvénynek nincs komplemen­
táris korlátfUggvénye, ahol e tetszőleges valós szám, 0 < £ < 1. Erdős és Hajnal 
([EH3]) bizonyította olyan GJ gráfok létezését (minden t  € (0,1] és minden pozitív 
egész k esetén), melyekre
(1) * (G i)  =  k
(2) -—\ < 2 +  e bármely G C GJ feszített részgáf esetén.
a ( G )
Mivel (2) miatt w(GJ) =  2, (1) alapján a Gt — {GJ ,GJ, •. • ,G'm, ■ • •} osztály nem 
X-korlátos. Belátjuk, hogy ugyanakkor f , ( x )  0-korlát függvény Gt -ra.
Legyen ugyanis G C GJ (feszítve). Azt kell igazolni, hogy 0(G) < (1 +e)a(G ). 
A 'Bitte-Berge formula segítségével (0(G) =  |V7(G)| -  t/(G) használatával) így 
írható át az egyenlőtlenség:
o (G )> \V(H)\  + *(H)  2 ( 1 + e)
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minden H C G feszített részgráfra, ahol er(H) H páratlan komponenseinek száma. 
Legyenek H \, i / 3, . . . ,  Hm H komponensei és partícionáljuk { 1 , 2 , ,  m} indexhal­
mazt három részre:
i G h  ha Hí páros gráf és páros
í G / j  ha Hí páros gráf és |V(7/j)| páratlan 
i G I3 ha Hí nem páros gráf.
Ekkor fennáll:
és itt csak az utolsó egyenlőtlenség nem triviális, de (2)-ből könnyen következik. E 
három egyenlőtlenséget használva
Nem sikerült azonban megválaszolni a következő alapkérdést.
2.5.2 kérdés. ([GY7]) Van-e az /(x ) =  x + 1 függvénynek komplementáris korlát­
függvénye?
Ezt a részt a perfekt gráf tétel stabilitását mutató egyszerű tétellel zárjuk.
2.5.3 té te l ([GY7]). Ha f(x )  komplementáris korlátfüggvénye önmaga, akkor 
/(x )  =  x.
B izonyítás.
A. /(2 ) =  2. Ha /(x )  ^  x valamely x G N -tt, akkor k G N  legyen a legkisebb 
szám, melyre f (k)  > k . Ekkor /  nyilván 0-korlát függvény a C jt+i gráfra, de nem 
X-korlát függvény. Az ellentmondás azt mutatja, hogy f ( x )  = x minden x G N- re.
B. /(2 ) > 2 és valamely k G N- re f (k)  < Tekintsük azt a Gt gráfot,
melynek komplementere \_k/2\ diszjunkt G® és páratlan k esetén még van egy 
minden más ponttal összekötött pontja. Ekkor /  0-korlát függvény G*-ra, de nem 
X-korlát függvény, mivel w(G*) =  k, *(Gt ) =
C. f (k )  > minden k G N- re. Ekkor 2.5.1 tétel szerint / - nek egyáltalán
nincs komplementáris korlátfüggvénye. ■
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A ^-korlátossághoz közvetlenül kapcsolódik a korlátos színező algoritmus fogalma. 
Nevezzünk egy színező algoritmust Q gráfosztályon korlátosnak, ha van olyan /  
függvény, hogy az algoritmus minden G € G gráfot legfeljebb f (x(G) )  színnel 
jól színez. Általában persze könnyebb azt igazolni, hogy G-nek van jó  színezése 
/(w(G)) színnel és a korlátos színező algoritmusok ezen alapulnak.
2.6.1. Korlátos közelítő algoritmusok
Különböző perfekt gráfcsaládokra polinomiális algoritmusok vannak a pontok 
x(G) =  w(G) színnel történő színezésére ([GO]). Kiderült, hogy ilyen polinomiális 
algoritmus az összes perfekt gráfok osztályán is létezik ([GLS]).
A x-korlátos gráfosztályok természetes jelöltek polinomiális közelítő algorit­
musokra a színezési problémában. Mivel itt szinte mindig olyan Q osztályokról van 
szó, ahol a színezési probléma /VP-teljes, indokolt közelítő algoritmus keresése. Ti­
pikus eset, hogy egy /  x-korlát függvény létezésének bizonyítása egy G családra 
polinomiális algoritmust szolgáltat G gráfjainak jó színezésére legfeljebb /(w(G)) 
színnel. Ebben az esetben korlátos polinomiális algoritmusunk van, melynek ha­
tásaránya (performance ratio) legfeljebb /(w (G ))/x(G ) < /(w(G))/u>(G). Ez a 
becslés persze annál jobb, minél kisebb az /  függvény. A legkedvezőbb esetben /  
lineáris függvény, ekkor a hatásarány konstans.
A fentiek ugyanúgy érvényesek a klikkfedési problémára 0-korlátos gráfosztály 
esetén. Ilyenkor persze olyan klikkfedési algoritmust nevezünk korlátosnak, mely 
minden G G G gráfot legfeljebb /(a (G ))  klikkel tud fedni.
Illusztrációképpen megemlítjük, hogy a k-klikkintervallumgráfok színezésére 
konstans (2ifc) hatásarányú közelítő polinomiális algoritmus van ([GY5], a probléma 
ifc > 2 esetén TVP-teljes, lásd [GJMP]). A klikkfedési problémára viszont az 1.1.1 
tételből kiolvasható korlátos algoritmus nem „jó” , mert a ö-korlát függvény igen 
nagy.
2.6.2. Korlátos on-line algoritmusok
Egy színezési algoritmus on-line, ha úgy színezi jól egy gráf pontjait, hogy 
a pontokat egyesével kapja és a pont színét a következő pont beérkezése előtt 
véglegesen el kell döntenie (az eddig beérkezett pontok részgráfjának ismeretében). 
A legismertebb on-line színezési algoritmus a „first fit” , alias „mohó” algoritmus, 
mely az 1,2, . . .  színekkel színez és minden lépésben azt a legkisebb színt használja, 
amelyre az addig színezett részgráf jól színezett.
A x* & ^-korlátosság és az on-line algoritmusok viszonyával foglalkoznak 
[GYL5], [GYL7], [GYL8] és [KI 1], ehhez kapcsolódó további cikkek [LST], [KI4], 
[KITl].
A 2.2.3 tétel alapján G(Pn) X-korlátos. A korlátos on-line algoritmusok szem­
pontjából a következőket mondhatjuk.
2.6. K orlátos k özelítő  és on -line algoritm usok
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2.6.3 tétel. ([GYL3]) G(P*)-en a first fit színezés tökéletes, azaz a kromatikus 
számnyi színnel színez.
Bizonyítás. Csak azt a kézismert állítást kell ismerni, hogy Q(P^)-ben bármely 
nem növelhető független halmaz és nem növelhető klikk metsző ([BEDU]).
2.6.4 tétel. ([GYL8]) A G(Pi) osztályon van korlátos on-line algoritmus.
A 2.6.4 tétel bizonyítás a 2.2.3 bizonyításának on-line változata, de sok nehéz­
séget kell leküzdeni. A [GY5]-ben kitűztük azt a problémát, hogy a first fit színezés 
korlátos-e G(Pt) osztályon. Legújabb hírek szerint ezt Kierstead, Trotter és Penrose 
bebizonyították.
2.6.5 tétel. ([GYL5]) A  G(Pe) osztályon nincs korlátos on-line algoritmus. Sőt, 
minden k-hoz van olyan G* G G(Pe) páros gráf, melyet bármely on-line algoritmus 
legalább k színnel színez.
A 2.2.2 propozfció szerint G{H) osztály y-korlátossága következik abból, ha 
G(C) y-korlátos H minden C komponensére. Ez igaz marad on-line algoritmusokra 
a következő értelemben.
2.6.6 tétel. ([GYL7)] A G(H) osztályon van korlátos on-line algoritmus, ha H 
minden C komponensére a G(C) osztályon van korlátos on-line algoritmus.
A 2.6.6 tétel értelmében például a G(mKz)  osztályon van korlátos on-line 
színező algoritmus. A G(2/fj) osztályon még a first fit algoritmus is korlátos, de a 
(7(3 Aj) osztályon (sőt a G(Kj  -f 2Ai) osztályon) már nem ((GYL5)].
Az on-line (speciálisan a first fit) algoritmusok szempontjából a perfekt grá­
fok különösen érdekesek, hiszen itt egy /(w(G)) színnel történő színezés esetén 
/(w(G))/u>(G) =  / (w(G))/x(G) pontosan az algoritmus hatásaránya. A legegy­
szerűbb perfekt gráfokra, a páros gráfokra, sőt a fákra sincsenek korlátos on-line 
algoritmusok.
2.6.7 tétel. ([GYL5)] A fák osztályán nincs korlátos on-line színező algoritmus, 
sőt minden n-re van olyan Tn fa, melyre bármely on-line színező algoritmus legalább 
n színt használ.
Bizonyítás. T„ konstrukciója emlékeztet Zykov háromszögmentes nagy kromati­
kus gráfot konstruáló módszerére ([ZY]). Legyen Tn_i olyan fa, melyen minden 
on-line algoritmus legalább n -  1 színt használ. Tekintsük Tn„\ |P(T„_i)|(n — 1) 
diszjunkt példányát és minden példányban jelöljünk ki egy gyökeret úgy, hogy Tn_ j 
minden pontja pontosan n — 1 példányban legyen gyökér. Az Így kapott erdőhöz 
adjunk egy új pontot, melyet a gyökerekkel kötünk össze. Az így definiált fa lesz 
Tn.
Legyen A  on-line színező algoritmus. Adjuk be T„_i n — 1 diszjunkt példányát 
rendre olyan sorrendben, mely n —1 színt kényszerít. Ekkor találunk n—1 különböző
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példányon n — 1 különböző színt. Ezután beadunk egy pontot, mely ezen n — 1 
ponttal van összekötve. Beadott gráfunknak Tn részgráfja és már eddig is n színt 
használt az A algoritmus. ■
Vannak viszont olyan perfekt gráfosztályok, melyeken már a first fit színezés is 
konstans hatásarányú. A hatásarány split gráfoknál 1, páros gráfok komplemente­
rén 3/2, merevkörű gráfok komplementerén 2 ([GYL5)]. Intervallumgráfok esetén 
sokáig nyitott kérdés volt, hogy a first fit színezés liatásaránya konstans-e. Ezt 
nemrégiben Kierstead oldotta meg ([KI4)]. Egy régebbi szép eredmény, hogy inter­
vallumgráfokon egy egyszerű on-line algoritmus 3 liatásaránnyal működik ((KIT1)].
3. FÜGGELÉK
Gyakrabban használt jelölések, definíciók.
H hipergráfon értünk egy (V, E) párt, ahol V tetszőleges halmaz, a pon­
tok halmaza, E  pedig V bizonyos részhalmazaiból áll, melyeket éleknek neve­
zünk. Megengedünk többszörös éleket is. Hipergráfot II = (V,E)  jelöléssel, vagy 
H =  (V (//) ,e (//))  jelöléssel adhatunk meg. Geometriai jellegű hipergráfoknál sok­
szor megengedjük, hogy | V'( / / ) | = oo és e £ E(II)  esetén |e| =  oo legyen. Viszont 
az élek száma szinte mindig véges. Rövidség kedvéért e £ II jelentse azt, hogy 
e £ E(II), azaz e éle H-nak, továbbá | / / |  jelölje a hipergráf élszámát, |E (//) |-t.
írott nagy betűk hipergráfesaládokat (osztályokat) jelölnek. Például 7 azon 
hipergráfok családja, melyek ponthalmaza a számegyenes, élhalmaza pedig zárt 
intervallumokból áll.
Egy H' hipergráf H részhipeigráfja, ha V(H' )  C V(II) és E(H' )  C E(H).  
Ha H hipergráf és S  C V(II)  akkor / / 5 legyen az a II' részhi pergráfja H-nak, 
melyre V(H') = S  és e £ IV pontosan akkor, ha e C S é s e £ H . A H  hipergráf 
feszített TÍszhipergráfjai a 11$ hipergráfok, ahol 5  végigfut V( H)  részhalmazain. A 
részhipergráfra (és a feszített részhipergráfra is) a II' C II jelölést alkalmazzuk. 
Ha / /  egy hipergráf, rész(//) jelöli II összes véges sok élű részhipergráfjából álló 
családot.
Egy / /  hipergráf x  pontjának foka, d{x), az x-et tartalmazó élek száma. A 
maximális fokszám, £>(//) = max d(x). Egy H hipergráfban T  C l^"(//) transz­
verzális, vagy lefogó halmaz, ha T  fi e jé 0 minden e £ H esetén. A minimális 
számosságú lefogó halmaz számosságát r ( / / )  jelöli. Egy páronként diszjunkt él­
halmazt II-ban matchingnek nevezünk, v(H)  jelöli a lehető legtöbb élű matching 
élszámát. Nyilván v(H)  < r(H)  bérmely II hipergráfra.
Egy II hipergráf összefüggd, ha nem lehet V (//)-t úgy partícionálni két részre, 
hogy minden e £ H  teljesen az egyik részben van. Nem összefüggő hipergráf 
egyértelműen felbontható páronként idegen összefüggő hipergráfokra, melyeket H 
komponenseinek nevezünk.
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Egy H hipergráf duálisa, //*, az a hipergráf, melyet //-ból a pontok és az élek 
felcserélésével kapunk, a pont-él illeszkedéseket megtartva.
Egy H hipergráf metszésgráfja, M(H),  az a G gráf, melynek pontjai H éleinek 
felelnek meg és G-ben két pont pontosan akkor határoz meg élt, ha H megfelelő 
élei metszők.
Egy H hipergráf r-uniform, ha |e| = r  minden e G H esetén. A 2-uniform 
hipergráfokat nevezzük gráfoknak. A K '  hipergráfot, melynek n pontja van és 
minden r elemű részhalmaz (egyszeres) éle, teljesnek, vagy klikknek nevezzük. A 
K* helyett gráfoknál A'„-et szokás használni.
Továbbiakban legyen minden hipergráf r-uniform. A H hipergráf komplemen­
tere, H , az a hipergráf, melyre V(H)  — V(H)  és egy r  elemű részhalmaz pontosan 
akkor él H-ban, ha nem él H-ban. A H klikkmérete, u(H),  a legnagyobb m szám, 
melyre van //-ban A'^-el izomorf részhipergráf. Az 5  C V(H) független halmaz, ha 
bármely e € H -ra e (fi S, azaz 5  klikk //-ben. A H kromatikus száma, * (//), a leg­
kisebb m, melyre V( H)  partícionálható m független halmazra. A klikkfedédi szám, 
0(H),  az a legkisebb m, melyre V(H)  partícionálható m klikkre. A H legnagyobb 
független halmazának számosságát <*(//)-\al jelöljük. Gráfok esetén w(G) < x(G ), 
a(G) < 0(G). Azokat a G gráfokat, melyekre w(G') =  x(G ') minden G' C G fe­
szített részgráf esetén, perfekt gráfoknak nevezik. Lovász perfekt gráf tétele szerint 
([L03]) a definícióban a(G') = 0(G') is írható.
Még néhány jelölés gráfokra. Ha xy G E(G), ezt gyakran úgy fejezzük ki, hogy 
„x és y szomszédos” , vagy „x és y össze van kötve” . Ha x G V(G),  akkor T(z) jelöli 
az ar-el szomszédos pontok halmazát.









i pontú kör 
t pontú út 
n pontú klikk
teljes páros gráf, osztályaiban m és n ponttal 
két pontdiszjunkt gráf egyesítése 
G m diszjunkt példányának egyesítése 
páros gráf m és n ponttal a két osztályban 
G gráf komplementere
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JELENTÉS AZ 1990. ÉVI SCHWEITZER MIKLÓS 
MATEMATIKAI EMLÉKVERSENYRŐL
A Bolyai János Matematikai Társulat a verseny megrendezésére az alábbi bizottság 
got kérte fel: Császár Ákos (elnök), Fejes Tóth László, Freud Róbert, Halász Gábor, 
Károlyi Gyula (titkár), Kiss Emil, Komjáth Péter, Laczkovich Miklós, Michaletzky 
György, Rúzsa Imre, T. Sós Vera.
A versenyzőknek 1990. november 2. és 12. között tíz teljes napjuk volt a tíz 
feladat megoldására. A feladatok kitűzői (a feladatok sorrendjében): Rúzsa Imre, 
Rúzsa Imre, Pyber László, Szabados József, Laczkovich Miklós, Halász Gábor, 
Halász Gábor, Csikós Balázs, Juhász István és Móri Tamás.
Sajnos a verseny iránt az utóbbi években tapasztaltnál lényegesen kisebb volt 
az érdeklődés. A feladatokra 17 versenyző mindössze 46 megoldást nyújtott be, és 
ezeknek is csak közel fele teljes értékű. Nem érkezett megoldás a 6. feladatra, és 
csak egy-egy helyes megoldás érkezett a 3., 5. és 9. feladatra.
A versenybizottság a díjak odaítéléséről december 6-i ülésén döntött.
I. díjban és 5000 Ft jutalomban részesül Benczúr András, az ELTE III. éves 
matematika szakos hallgatója. Benczúr hét feladatra nyújtott be megoldást. He­
lyes a 7. és 8. feladatra adott megoldása, lényegében jól oldotta meg a 2., 5. és 
9. feladatot, részeredményt ért el a 10. feladatban. Megoldásai egyszerűek, rövidek, 
néha a túlzott tömörség nehezíti a megértést. Kiemelkedő a 7. feladatra nyújtott 
megoldása.
II. díjban és 4000 Ft jutalomban részesül Drasny Gábor, az ELTE III. éves 
matematika szakos hallgatója. Drasny öt feladatra nyújtott be megoldást. Helyes 
az 1., a 8. és a 10. feladatra adott megoldása, és jelentős részeredményt ért el a 2. 
és a 9. feladatban. Megoldásai világosak, érthetőek, külön kiemelkedő a 8. feladatra 
nyújtott megoldása.
III. díjban és 3000 Ft jutalomban részesül Bíró András, az ELTE II. éves 
matematika szakos hallgatója. Bíró négy feladatra adott be dolgozatot. Helyes a 3. 
és a 4. feladatra adott megoldása. A 10. feladatra adott megoldása nem teljes, de 
könnyen befejezhető. Értékes részeredményt ért el a 9. feladatban is. A 3. feladatra 
egyedül ő adott be dolgozatot.
A versenybizottság dicséretben részesíti Hausel Tamást, az ELTE I. éves ma­
tematika szakos hallgatóját, és Makay Gézát, a JÄTE V. éves matematika szakos
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hallgatóját. Mindketten két feladatra nyújtottak be megoldást. Hausel kifogásta­
lanul oldotta meg az 1. és a 2. feladatot, Makay a 7. és a 8. feladatra adott kissé 
bonyolult, de hibátlan megoldást.
Az 1990. évi Schw eitzer Miklós M atem atika i Em lékverseny fe ladata i
1. Legyen A véges ponthalmaz a d dimenziós térben (d > 2). Legyen minden 
j  — 1, . . .  , cf-re Bj az A halmaz vetülete az Xj =  0 egyenletű d — 1 dimenziós altérre. 
Bizonyítsuk be, hogy
>=i
2. Igazoljuk, hogy minden K  pozitív számhoz van végtelen sok olyan m és N
természetes szám, hogy az m +  1, m +  4 ....... m +  N 2 számok között a prímszámok
száma legalább
.. N  
log N '
3. Legyen n =  p*, ahol p prím, és legyen G az Sn szimmetrikus csoport egy 
tranzitív részcsoportja. Bizonyítandó, hogy G-nek 5,,-beli nonnalizátora legfeljebb 
|C |t+1 elemű.
4. Legyen P  olyan polinom, amelynek minden gyöke valós és /•’(()) > 0. 
Igazoljuk, hogy ha rn páratlan természetes szám, akk«?r minden valós x-re
ahol /  =  P~m .
5. Azt mondjuk, hogy az x ,y  valós számok összeköthetek k hosszúságú 6- 
lánccal (ahol S : R  —► (0,oo) adott függvény), ha van egy xq, Xi , . . . ,  Xk sorozat 
úgy, hogy *o =  x, x k =  y és
|xí - x á_i |  <  6 )
minden i =  1, . . . ,  Jb-ra.
Mutassuk meg, hogy minden 6 : R. —* (0,oo) függvényhez van olyan interval­
lum, amelyben bármely két elem összeköthető 4 hosszúságú {-lánccal. Mutassuk
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meg azt is, hogy nem mindig található olyan intervallum, amelyben bármely két 
elem összeköthető legfeljebb 2 hosszúságú ó-lánccal.
6. Adjunk meg olyan, az egységkörben meromorf <j> és V' f Iggvényeket, ame­
lyekre teljesül, hogy bármely, az egységkörben reguláris /  függvényre az /  — <p és 
f  — tp függvények közül legalább az egyiknek van gyöke.
7. Jelölje Ű[0,1] és C[0,1] a [0,1] intervallumon értelmezett korlátos, illetve 
folytonos függvények Banach-terét a szuprémuin normával. Van-e olyan
T : Ő[0,1] -C [0 ,1 ]
korlátos lineáris operátor, amelyre T f  — f  minden /  € C[0,1] esetén?
8. Legyen Aj°\ . . .  , A ^  n > 3 elemű pontsorozat az R 2 euklideszi síkon. Defi­
niáljuk az í4i’\  . . . ,  An^ pontsorozatot (i = 1,2, . . . )  rekurzióval a következő módon: 
A ^  legyen az szakasz felezőpontja, ahol = Aj,-1 \  Mutassuk
meg, hogy egy nulla Lebesgue-mértékű halmaz kivételével minden (A j°\ . . . ,  A„0 )^ € 
(R 2)" kezdő pontsorozathoz létezik olyan N  természetes szám, melyre az 
A\N\  . . . ,  A pontok egy konvex n-szög egymás utáni csúcsai.
9. Bizonyítandó, hogy ha egy X  HausdorlT-tér minden altere 6-komp akt, akkor 
X  megszámlálható.
10. Legyenek X  és Y valós értékű, független, azonos eloszlású, véges várható 
értékű valószínűségi változók. Bizonyítsuk be, hogy
£(|X  + Y | ) > £ ( | X - Y | ) ,
ahol E  a várható értéket jelöli.
A m egoldások ism ertetése  
Az 1. feladat megoldása
A bizonyítást az A  halm az elem száinára  vonatkozó teljes indukcióval végezzük el; |A | =  0 
vagy 1 esetén az állítás nyilvánvaló.
H a |A | >  1, akkor az A  halm az egyik alkalm as koordináta-tengelyre való v e tü le te  ta rta lm az  
két különböző ponto t. Az általánosság m egszorítása nélkül feltehető, hogy ez ép p en  a  d-edik 
k o ord ináta ; ez azt jelenti, hogy egy alkalm as Xd =  or egyenletű hiperslk A-t két nem  üres részre 
vágja: A  =  X  U* Y . Jelölje X  és Y vettlle tét az x } — 0 egyenletű a lté rre  rendre  C j  és DJt ekkor 
|C ,| +  |£>i| =  |f í , | m inden i €  { l , . . . , d — 1} esetén, valam int \Ca\ <  |fld | és |ü d l  <  |B d |.
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A i indukciós féltévé- - 1,— : i "
H asználjuk fel a  sió m  tan i és m értan i közepek közötti egyenlőtlenség következő ekvivalens a lakjét: 
h a  a , , b, nem -negatlv valós szám ok és k pozitív  egész akkor
d
vagyis
am it bizonyítani ak artunk .
S u t t ik  M d ty i i  m c g o l i i ta  alapján
É rkezett 11 dolgozat. M eg o ld o tta  Bíró Z solt, D rasny G áb o r, H ausel Tam ás, R im ányi R ichárd 
és S u stik  M átyás.
A 2. feladat megoldása
A bizonyítás a la p g o n d o la ta  az, hogy egyszerre tö b b  lehetséges m értékre á tlago ljunk  úgy, 
hogy közben a  kis p rím ekkel való  oszthatóságot kizárjuk.
Legyen Q  =  3 • 5 . . .  pi  az  első I db . p á ra tla n  prlm szám  szo rza ta, c pedig olyan Q-nál 
n em  nagyobb term észetes sz á m , am elyre — c kvadratikus nem -m aradék  a  3 , 5 modulusokra  
nézve, a  k ínai m aradék té te l a la p ján  ilyen c létezik. Keressük m -et c + kQ  alakban, ahol 1 <  k  <  N 7 .
Legyen 1 < i <  N ,  c v á lasz tása  m ia tt nyilván ( t3 +  c, Q)  =  1. E zért D irichlet té te le  alapján  
az «J +  c +  Q,  ,* +  e +  2 Q , . . .  szám tan i so rozatban  végtelen sok prlm szám  van, ső t a  sorozat első 
N7 elem e között a sz im p to tik u san  a  prím ek szám a. H a te h á t N  elég nagy (rögzített
Q  e se tén ), akkor az
t* +  c +  Q , i7 +  c +  2 < ? , . . . , i s +  c +  N 7Q
szám ok között ta lá lh a tó  tö b b  m in t prlm szám . Így (m ultip licitással szám olva) az
ia +  c +  kQ  (1 < i < N ,  1 < k < N 7)
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»A m ok k ö tö tt a  prím ek »zárna nagyobb m int . ezért valam ely m  =  c +  kQ - r a  az
m  +  l ,m  +  4, . . . , m  +  N 2 szám ok között több , m int 3J^q)  • [ ^ 7  prim»zám  ta lá lha tó .
M inthogy
oo
<1 E  divergens, tetszőleges nagy K  pozitív  szám  esetén Q m egválasztható  úgy, hogy 
ial
3 >  K  teljesüljön. Ekkor ped ig  elegendően nagy N  esetén, m int azt lá ttu k , m  m egválasztható
úgy, hogy az
m  +  l ,m  +  4, . . . , m  +  N 2
szám ok között a  prím ek szám a legalább  K  • legyen.
Benczúr András  és Hansel Tamás dolgozata alapján
Érkezett 5 dolgozat. Helyes Hausel Tam ás m egoldása, lényegében m egoldo tta  a  fe lad a to t 
Benczúr A ndrás. Jelentős részeredm ényt é r t el D rasny G ábor.
A 3. feladat megoldása
Először belá tjuk , hogy h a  T  G -nek m inim ális tran z itív  részcsoportja, akkor T  generá lha tó  k 
elemmel. T  tran z itív  tehá t p* | |T |. Legyen P  T-nek p-Sylow részcsoportja, ekkor P  tran z itív  , teh á t 
T  =  P  p-csoport. Valóban, h a  G a  jelöli egy a  p o n t stab ilizá to rá t G -ben, akkor |G  : G „  | =  pk , 
ezért
p * ||G  : G a | • |G „  : G a n  P \  =  |G  : P \  ■ \P  : G „  n  P\.
Mivel ( |G  : P \ ,p )  — 1, kapjuk, hogy p* | |P  : G a n P | ,  vagyis p* | |P  : Pa |, teh á t P  valóban tran z itív . 
Legyen m ost M  m axim ális részcsoportja  T-nek. Ekkor M  nem  tranz itív , így M  • Ta sem  lehet 
a s . Ezért M T a = M ,  Ta <  M . Így T a része T  m axim ális részcsoportjai m etszetének, a  FYattini 
részcsoportnak. Vagyis |T  : ♦ (T ) | <  |T  : Ta\ — p*, így B um side ism ert té te lé t alkalm azva kapjuk, 
hogy T  valóban generálható  k  elem m el, T  =  ( p j , . . . ,  p*).
G Sn-beli norm alizátorának, JV(G)-nek az elemei a  konjugálás ú tjá n  h a tn ak  G  elem ein, 
azokat egym ás között perm utálják . E kkor a  (px, . . . ,  p*) rendezett k-as lehetséges képeinek a  szám a 
kisebb, m in t |G |* . Az n , m €  JV(G) elemekkel való konjugálás pedig pontosan  akkor h a t ugyanúgy 
( P l f  • • tP*)-», h a  n m ' 1 6  C (T ), T  5„-beli centralizátorának. E zért |Af(G)| <  |G |* |C (T ) |.  C ( T ) 
azonban szem ireguláris: ha  *  €  G (T ) az 1-et helyben hagyja, akkor tetszőleges i €  { l , . . . , p * }  
esetén  válasszunk t €  T  elem et úgy, hogy 1( 1) =  i legyen. Ekkor i =  1( 1) =  ir- 1fir( l)  =  ir - 1 (i) , 
*■(•) =  », teh á t ír az  identikus perm utáció . Így |C (T ) | <  p*, és |N (G )| <  |G |* • p* <  |G |*+ 1 .
B (rí  András i s  a feladat k i t i z f j i n e k  megoldása alapján
A fe lad a tra  egyedül Bíró A ndrás a d o tt  be do lgozato t, m egoldása h ib á tlan .
A 4. feladat megoldása
Legyen F ( x )  =  ^ és tekintsük a  Q (x )  =  P ( x ) m ■ F ( x )  po linom ot. H a P  fokát
kmO
jelöljük, akkor (m ultip licitással szám olva) a  P m  tényezőből Q -nak n  * m  valós gyökét kapjuk.
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Tegyük fel •  fe ladat á llítá sáv al e llen té tb en , hogy F -n ek  i t  van valót gyöke. K ülönböztessünk m eg 
k é t e te tet:
1 ) F  foktzám a m  — 1 , ekkor F -n e k  ké t valót gyöke i t  van , hitzen fokzzám a párat.
2 ) F  foktzám a legfeljebb m  — 2.
R olle  tétele m ia tt Q '-n e k  az  eled eee tb en  legalább m n  +  1, a  m ásodikban legalább m n  gyökét 
szám olhatjuk  össze (ugyancsak  m ultip lic itással véve). M egjegyezzük, hogy F (0 )  yí 0 é t F ( 0) yí 0 
m ia t t  a  0 gyököt legfeljebb egyszer szám olhattuk . A 0  valóban gyöke Q'-nelc, méghozzá legalább 
(m  — l)-tzerea, m ivel j  =  1 , 2 , . . .  , m  — X esetén
<?(>)(0 ) =  ( i ) [ ( p m )<0 (0 )] • [ ^ _ 0 (0 )] =
1 - 0
=  5 3  ( / )  [(/ ” n )<0( ° ) l  • [ / < i_ 0 (0 )] =
1 - 0
=  ( P m . / ) < » ( 0 ) =  0 ,
I
h iszen  P m ■ J  a  k o n s ta n t 1 függvény.
Ezért az eddig összeszám olt gyökökhöz még legalább (m  — 2)-t szám olhatunk  hozzá, te h á t Q'-  
n e k  az első esetben leg a láb b  n m  +  m  — 1 , a  m ásodikban legalább nm  +  m  -  2  gyöke van. M inthogy 
azo n b an  Q' foka az e lső  ese tb en  n m  +  m — 2, a  m ásodikban  pedig legfeljebb nm  +  m — 3, kapjuk, 
h ° g y  Q'  azonosan 0 , te h á t  Q  k o n stan s  polinom , így az  is azonosan 0 , e llen té tben azzal, hogy 
Q (0 ) yt 0 .
Tehát F -n ek  nem  leh e t valós gyöke, és mivel, F ( 0 ) =  F ( 0 ) ~ m > 0 , F ( x )  >  0  teljesül m inden 
valós x-re.
D om okot M í ty d i  és a feladat kitűzőjének megoldd»s  alapján
Érkezett 5 do lgozat. Helyes B író  A ndrás, Domokos M átyás és Vu H a Van m egoldása. Rész­
eredm ényt é rt el P á sz to r  G á b o r és S u s tik  M átyás.
Az S. feladat megoldása
Az első állítás igazolásához válasszunk a  Baire-féle kategória téte l a lap ján  olyan n  term észetes 
szám o t és l  in te rvallum ot, m elyekre / / „  — {r  : ó(x) >  ^  } sűrű  /-b en ; az  is feltehető, hogy /  
h o ssza  | / |  <  Legyen K  az  1 in te rv allu m  középső h a rm ad a , m egm utatjuk , hogy benne bárm ely  
k é t elem  összeköthető 4 hosszúságú  ó-lánccal.Legyen te h á t x , y €  K .  Ha c €  KC\Hn és 6 =  e +  ^ , 
ak k o r a  6-re, uugd a  c-re tö r té n ő  tük rözés egym ásután ja  (x  — y)-nal való e lto lást eredm ényes. H a 
e s t  két a-ra  való tükrözés közé ékeljük , (y — x)-szel tö rtén ő  e lto lást kapunk, am i az x-et y-ba viszi. 
A hhoz , hogy ilyen m ódon x -e t y-nal összekötő S láncot kapjunk, csak a  következő két dologra kell 
ügyeln i: egyrészt a  €  H n  legyen, m ásrész t 2a — x 6-nek ^  sugarú  környezetébe essen. M inthogy 
azo n b an  H n sű rű  /-b e n , ez könnyen elérhető .
A feladat m ásodik  felének b izo n y ítása  kicsit hosszabb m egfontolást igényel. Legyen B  a  véges 
sok  b ináris száipjeggyel le írh a tó  valós szám ok halm aza. Úgy adjuk meg fi-nek  p o n tp árja it, hogy 
a lka lm as ó-ra ne legyenek összeköthetők  legfeljebb 2 hosszúságú ó-lánccal, és m inden intervallum* oo
ta rta lm azzo n  ilyen p o n tp á r t .  E  célból legyen P  a  ( J  F i, aho l
■•1
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Definiáljuk 5-t először B  elem ein a  következő kézenfekvő módon: h a  x  €  B  ^ j- re  végződik, ak k o r 
legyen 5(x) =  (egész x-ek esetén i-t  O-nak tek in tjük ), ekkor P -beli pon tpárok  nyilván n em
köthetők össze 1 hosszúságú 6-lánccal, és olyan 2 hosszúságúval sem, am ely ß -b e li elem en h a la d  
keresztül.
A következő m ódon terjesszük ki 5-t R - re. B  add itív  részcsoportja ß -n ek , így R  o -f  B  a la k ú  
mellékosztályok d iszjunkt uniója. H a o $  ß ,  akkor az o +  f i  m ellékosztályon definiáljuk úgy 5-t,
hogy b €  <> +  B i  esetén  6(b) k isebb legyen m in { 2 |x  — fc|, 2 |y — 6 | }-nél m inden (x , y)  6  ( J  Pj  ese tén ,
j - 1OO *
ahol B  ~  B i  é t  Bi a pon tosan  i törtjeggyel leírható  szám okból áll. Könnyen m eggondolható, 
imO
hogy á-t így definiálhatjuk. A bizonyítás befejezéséhez igazoljuk, hogy tetszőleges (x ,p )  €  P ,  
z  G a +  B  ese tén  x , 2 z , y  nem  lehet (-lánc. Tegyük fel, hogy ( x ,y )  €  P i , ekkor =s H a 
x , 2 z, y  (-lán co t alkot akkor
((§•*) >!»“2«'-a|*- (f + *)|,
ezért (  definíciója m ia tt j  >  i esetén  f  +  z t  a +  B j .  Hasonlóképp adódik J  a +  B j  is.
Ekkor azonban líy £ leírható legfeljebb » — 1 törtjeggyel, ami ellentm ond =  ^7 -nek.
Megjegyzés: nem ism eretes, mi a  helyzet, h a  legfeljebb 3 hosszúságú (-láncok létezésé t 
kívánjuk meg.
Benczúr Andris dolgozata alapján
É rkezett 3 dolgozat. A fe ladato t m egoldotta  Benczúr A ndrás, helyes bizonyítást a d o tt  a  
feladat első részére Pásztor G ábor.
A 6. feladat megoldása
Vezessük be a  következő jelöléseket:
Vizsgáljuk a  következő feltételeknek eleget tevő függvényeket:
1 ) /  =  hit +  (fi reguláris,
2 ) hlc seholsem  0 ,
3) (h  — 1)k seholsem 0.
Á llítjuk, hogy léteznek olyan ip és n  az egységkörben m erom orf függvények, hogy k ( z ) ^  0  h a  
\z\ < 1 és a  fenti fe ltételegyüttes nem  teljesülhet sem milyen h függvényre. Ebből a  feladat á ll í tá sa  
közvetlenül leolvasható.
Ha p - t  és a -t úgy választjuk meg, hogy pólusaik  helye és rendje megegyezzék, akkor az  1 ) 
feltétel teljesülése m aga u tá n  vonja azt, hogy h reguláris. Ha a  három  k itű zö tt feltétel teljesü l, 
akkor h(z)  é rtéke csak k pólushelyein lehet 1 , és ezt is k izárhatjuk  k és y  ügyes m egválasztásával. 
H a elsőrendű pólusokat feltételezünk, akkor csak a r ra  kell ügyelnünk, hogy n ill. <p re z id u u m át a  
zo pólusban A (zo)  ill. B (zo)-lal jelölve j értéke ( —l)-tcS különbözzék. Az 1 ) feltétel a lap ján  
ugyanis ekkor h(zo)  =  -  /  1 .
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1
A A reguláris függvény te h á t  ez  egységkörben sehol sem veszi fel a  0 ill. X é rték e t, Így 
Schottky  téte le  a la p já n  |A (z )| egy, csak  |A(0)|-tól és |z |- tó l fUggó korlát a la tt m arad . Ez azonban 
elképzelhetetlen, h a  a  követkézéi függvénysorozatokat tek in tjü k :
A 2 pólusban a  rex id u u m ó k át kiszám olva
A n { o )  m  - 2 ,  B n (0 ) =  1, A „ ( i )  =  2 - " + ‘ , B „ ( i )  =  1,
Így könnyen lá th a tó , hog y  a t m V n  függvények k ielégítik  az irán tuk  eddig  tám asz to tt k rité ri­
um okat. A k itű z ö tt h á ro m  feltéte l teljesülése ese tén  azonban  An (0) ss ^  és An ( | )  =  —2 " —1, 
e llen té tben  a  S c h o ttk y -té te l következményével. H a te h á t  n  elég nagy, akkor a  K„ és ifin, ill. a  
beló lük  szá rm a z ta th a tó  =  «*  +  ifi,, függvényekre te ljesü l az állítás.
A f iiada t  k i n t i j é n e k  megoldd»s
A fe ladatra  n em  é rk ez e tt m egoldás.
A 7. feladat megoldása
Tételezzük fel egy ilyen  T  o p e rá to r létezését.
Tetszőleges 0  <  a  <  I  esetén  tek in tsük  az
/ ( * ) = / 0 h * x < a  
'  \  1 h a  x  >  a
függvényt. A l a s / a - T / «  függvény az  a pontbeli 1 nagyságú  ugrásátó l eltekin tve folytonos és
T (A .)  =  T ( U  -  T U )  =  0.
Szükség ese tén  A«-t — A .-val helyettesítve fe ltehe tő , hogy a-nak  egy kis jobb- vagy baloldali 
p o n to zo tt környezetében h ,  > \ .
Legyen a i  «* J  és kész ítsü k  el az  a j , a j , . . .  so ro za to t úgy, hogy a , g  (0 ,1 ) és m inden i  >  2
n
sa e té n  í í  az a ;_ i  m egfelelő  k is  környezetéből való. E kkor a  g„ = ^  A0, függvényre g„ g  0 [ 0 ,1],
• ■1
f s  folytonos az  a i , ■ . . ,  a n p on tokbelj X nagyságú u g ráso k tó l eltekintve, és gn  >  j  az  a n p o n t 
egy  kis egyoldali p o n to z o tt  környezetében . Könnyén k o n stru á lh a tó  olyan f n folytonos függvény, 
m ely re  | | /*  — yn || =  su p  | / n (x ) — yn (x )| <  i .  (E gész pon tosan  i t t  egyenlőség áll.) E kkor a  T  
■C|0,t)
o p e rá to r  norm ájára  a
m \  >  >  2 • II T U  -  T a n  II =  2 • | | / „ | |  >  j n  -  i
Lecsléz adódik, tetsző leges n  term észetes szám ra. T  te h á t  nem  lehet korlátos operáto r, vagyis a  
felad a tb an  tá m a sz to tt  követelm ényeknek eleget tevO T  o p e rá to r nem  létezik.
B e n c t i r  A n d r i t  é t  s  feladat k i n t i j é n e k  megoldd»a alapjdn
É rkezett 7 do lg o za t. Helyez B enczúr A ndrás és M akai G éza m egoldfea.
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A 8. feladat megoldása
Lényegében m inden megoldás az alábbi algebrai gondolatm enetre épttl. Ha R?-et  term észe­
tes m ódon azonosítjuk  a  C kom plex számaikkal, akkor pontsorozataink  a  C" té r  vektorainak  
tek in thetek , a  rekurzió t lépés pedig az
r ,  x (*1  +  *3 *n +  *1^ — -— J
hom ogén lineáris transzform ációnak felel meg.
C "-n ek  létezik  L  sajátvektoraiból álló bázisa: az t j  =  (1 ,*J , t 1*, . . . ,  «(”  ) vektorokra  és
Aj  — »Italárokra
L(e j) = Xjej / j  = 1 , 2 ........ n /
ahol e =  e » p rim itív  n-edik egységgyök.
n
C "  tetszőleges v vektora  v =  aj ej  a lakba írható . M inthogy e„ =  (1 , 1 , .  . . , 1 ), az
J-l
o „ e n vektor hozzáadása  az eredeti R 3 síkon pontrendszerünknek egy rö g z íte tt vektorral tö rtén i!  
elto lását jelen ti. E zért könnyen lá th a tó , hogy elég a feladatot az e j , . . . ,  e „ _ i  vektor á lta l generá lt 
a ltérre  m egszorítva vizsgálni. Tegyük fel teh á t, hogy
(^ i0)...... ^n0)) = v = X ] ayeJ-
A rekurzió« lép ési N - sxct egym ás u tá n  alkalm azva kapjuk:
■ I • ■
...... *nN))  = LN(v) = ^oyA fey.
im I
I . ' ' : 1 .
Elem i szám olás m u ta tja , hogy 1 <  j  <  n  — 1 esetén |Ay| <  |A i| és |A „ _ j | =  |A ||.  !gy 
|A1 <  j  < n  — 1 esetén (7*777 —► 0, h a  N  —  0 0 . Ezért elég az t látni, hogy m ajdnem  m inden  1^1 I
esetben a je i  +  a „ _ i e n - i  egy kunvc* ir« 2S j  egym ást követé! csúcsainak megfelelő vektor. És ez 
valóban így is van, h a  |a i |  ^  |o n —1 |, ugyanis ei egy szabályos n-szög egym ást követó csúcsaihoz 
tartozó  vektor, a j  ej -f o „ _ i e „ _ i pedig  ahhoz a  pontsorozathoz tartozik , m elyet az előbb em líte tt 
konvex n-szög egym ás u táni csúcsaiból nyerünk, alkalmazva f?3-en a  t  —► 0 1 * +  a „ _ i*  lineáris 
transzform ációt. Ez a  transzform áció nem  elfajuló, m ert o jz  +  a n_ i z =  0 csak r  =  0  vagy 
|a i |  =  |a „ _ i  I ese tén  teljesülhet; így konvex n-szöget konvex n-szögbe visz.
n
összegezve, a  Cn té r  vektoraira, melyek ^  ayej a lakba írhatók , |a i |  =  | a „ - i |  kivételével
J-l
teljesül a  fe lad a tb an  m egfogalm azott tulajdonság, a  kivételes halm az pedig  valóban nullm értékű.• t • ' # • •
A fe lad a tra  m egoldást n y ú jto tt  be  Benczúr A ndrás, Drasny G ábor és M akay Géza. M ind­
három  dolgozat helyes.
A 0. feladat megoldása
M inthogy X  m aga is m egszám lálható sok kom pakt halm az egyesítése, elegendő az á llítá st 
kom pakt X  te rek  esetén igazolni.
33
I
Tegyük fel, hogy X -n e k  n in cs  Önmagában sű rű  részhalm aza. E kkor X jólrendezhet®  úgy, 
h o g y  m inden kexdOszelete egy n y ílt halm az legyen. V alóban, tegyük fel, hogy 0 <  a  esetén pp €  X  
m ó r definiált és X Q =  { p p \0  < a }  ^  X . Ekkor létezik olyan pa €  X \  X a , am i nem  torlódási 
p o n tja  X  \  X a-n ak , te h á t  egy a lka lm as G a nyílt környezetére pa 6  G a < X a U {pa }. Ily m ódon 
defin iá ltuk  X -nek egy jó lrersdezését és m inden a - ra  ( J  G p C X a C U í p - J c  ( J  G a m u ta tja ,
P<a p<a P<a
hog y  X a — ( J  Gp  ny ílt ha lm az . H a X -nek lenne ui\ típ u sú  kezdőszelele, úgy az  nem  lehetne 
P< a
kosnpakt, ám  m inden valódi része m egszám lálható , te h á t nem  lehet m egszám lálható  sok kom pakt 
h a lm az  egyesítése sem . Így ez n em  lehetséges, |X | <  H j.
Elég teh á t beb izony ítan i, hogy  X -nek nem  lehe t önm agában sű rű  része. Tegyük fel indi­
r e k t ,  hogy van ilyen részhalm az: Y .  Ekkor Y  önm agában  sűrű  és z á r t .  Ekkor m egadható  egy 
/  : Y  —* [0,1] folytonos függvény a követkéz® m ódon. Y  kom pakt T i  té r , Így bárm ely két külön­
bőz® p és q pon tjához m eg ad h a tó k  Így G p ,G q  nyílt és F p , Fq zárt halm azok, hogy p €  G p C Fp 
és 7 6  G p  C_Ff, valam int F p  n  Fq  =  0. Ezért tetszőleges véges { r ,} 0-1 so ro zatra  defin iálható  az 
A , I,...,«, C Y  z á rt ha lm az  úgy, hogy  m inden n  term észetes szám  és e i , . . .  , e n €  (0 ,1 }  esetén
..... «»,o u  * á « j ......«»,s £  ^ « i , •••■««
te ljesü ljön . Tetszőleges r j , e z , . • .  végtelen 0-1 sorozat esetén az
^(éíjía,...) — í j  .....
n** 1





A z A (e i  , e j , . . . )  halm azok d isz ju n k t unió ja is z á rt, h iszen e lőállítható  z á r ta k  m etszeteként, és az 
[_ függvény folytonosan ráképezi a  [0 , 1] intervallum ra. E zért /  kiterjeszthet®  folytonosan az egész 
V -ra , lm  /  =  [0 ,1). A zonban könnyen  lá th a tó , hogy a  [0 , l]  in tervallum nak csak kontinuum  sok 
» -k o m p ak t (másszóval: Fa ) része  van, hiszen csak kontinuum  sok zárt részlialm aza van. Van tehá t 
2  C (0,1), ami nem  » -k o m p ak t, ennek  / “ ' ( £ )  C Y  ősképe sem lehet » -ko m p ak t, ellen tm ondásra  
ju to t tu n k .  Tehát X -nek  tény leg  n em  lehet önm agában sű rű  része, és ezt ak artu k  bizonyítani.
A Jeladat kitűzőjének megoldása alapján
Érkezett 4 dolgozat. L ényegében jó  Benczúr A ndrás m egoldása, értékes részeredményeket 
ta r ta lm a z  Drasny G áb o r és B író  A n d rás dolgozata.
i  |  .
A 10. feladat megoldása
Tetszőleges or és 0  valós szám o k ra  fennáll az
' i
|or +  0\  — |or -  0\  =  2 • sign(or/3) • m in { |o|, \0 \ }
egyenlőség. Ezért
£ ( |X  +  V|) -  E ( |X  -  V |) =  E (|X  + Y\  -  |X  -  V|) =
= 2  - F  (m in { |X | , |V |}  -s ig n (X K ))  =
=3 J  | p ( |X |  >  t ,  |K | >  t, X Y  > o) -  P ( |X | > 1, |V| > í, XV < o ) j  dl.
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Minthogy X  és Y  független, azonos elosztású valószínűségi változók és P (Z  > t) =  P ( Z  >  t) 
majdnem mindenhol,
E ( |X  +  Y \  -  |X  -  KI) =
=2 ■ J | [ P ( X  >«)]* +  [ P ( X < - t ) ] a - 2  P ( X > t )  P ( X < - < ) | d l  =
=2 •
vagyis E ( |X  +  K | ) > K ( | X - n ) .
B en czú r A n i r t i  dolgozata alapján
t
Érkezett 7 dolgozat. Kifogástalan Draany Gábor megoldása, lényegében helyes Kós Géza és 
Bíró András dolgozata. Jelentűs részeredményt ért el Benczúr András.
fii-
í ° °  a
J  [P (X  > 1) -  P ( X  <  -1)] dt > 0,
3 5
FELADATROVAT
S z e r k e s z t i  L a c z k o v i c h  M i k l ó s
Feladatsorozatunk folytatódik. Kérjük kedves olvasóinkat, hogy megoldásaikat 
küldjék a rovatvezető címére: ELTE, Analízis Tanszék, 1088 Budapest, Múze­
um krt. 6-8. Felhívjuk továbbá olvasóink figyelmét az 1991/2 szám 50-ik, illetve az 
1991/3 szám 41-ik oldalán szereplő feladatokra, amelyeket 243. ill. 244. sorszámmal 
illesztünk a kitűzött feladatok sorába.
K itűzött feladatok
i
245. Legyenek A y  (i =  0 ,l , . . . , n ;  j  =  0 ,1 ,... ,m ) az n-dimenziós euklidészi tér 
olyan konvex részhalmazai, hogy minden 0 < io.---.jr» < m esetén Aoj0 fi . . . f i
A„jm /  0 . Bizonyítandó, hogy van olyan 0 < i < n, amelyre
í
A ío n A u  n . . . n  A,m ^ 0.
LOVÁSZ L / SZLÓ
{Megjegyzés. Ezt a feladatot 206-os sorszámmal a Matematikai Lapok egyszer 
m ár kitűzte. Most azért közöljük ismét, mert amint azt Bollobás Béla nemrég 
felfedezte, a feladatra adott megoldás hibás volt.)
M egoldott feladatok
232. feladat. Legyen £2n=i a» olyan divergens sor, amelynek tagjai pozitívak 
és nullához tartanak, és legyen J3<=i a» =  ** (* =  1 ,2 ,...). Bizonyítandó, hogy 




1. Megoldás. Ha mi =  y/si — y/SÍZ7 (» =  1 , 2 , . . sq = 0), akkor a,- > 0 miatt 
mi > 0 é s m i  +  . . . +  m„ =  y/sö- Legyen 6, =  ai/ ( v/s7 * m,). Ekkor
=
aí \/s7  _ \/57 y/si—í )   "L \/^i —í
v/5^ )  s*(^ * ®í —l)
= 1+\ / ? =1+\ / ír r r í  = 1 + \ / i + ( a , 7 í í - , ) - 2 '
Ebből a Cauchy féle határértéktétel szerint (lásd Szász Pál: A differenciál- és 
integrálszámítás elemei, Budapest, 1951, 545. oldal)
Ö1 ön--_  -f . . . -j---- —
mxái +  . . .  +  mnán _  _______ y/sZ
mi +  . . .  +  m„
DOBÓ ANDOR
2. Megoldás. Legyen /  alulról korlátos monoton függvény (0, l]-ben. Könnyű 
belátni, hogy ha /  (improprius) integrálja véges, ekkor [0,1] bármely minden ha­
táron túl finomodó felosztássorozatát véve, /  ezekhez tartozó alsó összegei az in­
tegrálhoz tartanak. Legyen f ( x )  = 1 /y/x,  ekkor f  dx — 2. Mivel
0 < *i/«„ < s2/ s n < .. .  < s„/s„  = 1 (n = 1 ,2 ,...)
minden határon túl finomodó felosztássorozatot alkot, továbbá /  ezekhez tartozó 
alsó összege
így a fentiek szerint ez az összeg 2-höz tart.
PETRUSKA GYÖRGY
A 232. feladat megoldását beküldte még HARCOS GERGELY és SZABÓ 
SÁNDOR.
Megjegyzés. Mindkét megoldásból következik, hogy a„ —* 0 helyett elég felten- 
ni, hogy an/s„_ i —» 0. Ez biztosan teljesül, ha a„ korlátos.
233. feladat. Legyen P  a 19-edrendű alternáló csoport olyan eleme, amely 
előáll nyolc kételemű és egy háromelemű diszjunkt ciklus szorzataként. Bizonyítsuk 
be, hogy P nem állítható elő két hetedrendű permutáció szorzataként.
J. L. BRENNER
Megoldás. Tegyük föl, hogy léteznének olyan a,b,c € Alt( 19) permutációk, 
hogy a és 6 hetedrendű elemek, c = ab ciklusfelbontásában pedig nyolc 2-ciklus és 
egy 3-ciklu8 szerepel. Jelölje a fixpontjainak halmazát A0, b-ét pedig B0.
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(1) Ao fi B0 = 0, hiszen egy közös fixpont c-nél is fixen maradna.
Most a következőt látjuk be:
(2) c minden ciklusa tartalmaz olyan elemet, amit sem a sem 6 nem hagy fixen.
Legyen a szóbanforgó ciklus tartóhalmaza C. Ha C C Ao, akkor 6 =  a~lc ciklusfel­
bontásában is előfordul ez a 2- vagy 3-ciklus, ami nem lehet. Ugyanígy következik, 
hogy C B0. Tegyük föl, hogy C  C A0 U B0, ekkor C-ben mind A0-beli, mind 
Bo-beli pontok előfordulnak. Legyen a ciklus ( x y ) és tegyük föl, hogy mondjuk 
6(x) =  x. Ekkor y =  c(x) =  ab(x) =  a(x), így a(y) jí y, tehát b(y) = y, ellentétben 
az eddig megállapítottakkal. Legyen a ciklus ( x y z ) és tegyük föl, hogy 6(x) =  x. 
Ekkor az előzőekhez hasonlóan kapjuk, hogy a(y) ^  y, tehát b(y) =  y, és ugyanígy 
6(2) =  2, ismét ellentmondás.
A (2) megállapításból következik, hogy |AoUf?o| < pontok száma —c ciklusa­
inak száma = 19 — 9 =  10. Ezért
(3) mind a mind 6 két 7-ciklus szorzata, tehát öt-öt fixpontjuk van, így az előbbi 
egyenlőtlenségben =  áll, s ez azt jelenti, hogy
(4) c minden ciklusában egy és csak egy olyan pont van, amit sem a sem b nem 
hagy fixen.
Jelölje a két 7-ciklusának tartóhalmazát Ay és A^. Megmutatjuk, hogy
(5) nincs c-nek olyan ciklusa, amely A \-bői és A2-ből is tartalmaz pontot. 
Indirekten bizonyítunk. Legyen először a ciklus ( x y ), x € Ay, y G A?, ekkor
6(x) =  a -1c(x) =  a -1 (j/) G A2, b(y) -  a~1c(y) = a -1 (x) G Ay , tehát x , y  £ A0 U 
Bo, ellentmondás. Ha a ciklus ( x y 2 ), akkor az általánosság megszorítása nélkül 
föltehetjük, hogy x G Ay, y G A^, z £ Ai .  Most 6(x) =  a -1 c(x) == a~1(y) G Aj, 
tehát x £ Bo, továbbá b(y) =  a~1c(y) =  a -1 (2) G do U Ay, tehát y ^  Bq. Azt 
kaptuk, hogy x, y £ Ao U Bo, ami ellentmond a (4) állításnak.
Vegyük most — (5) alapján — a-nak azt a 7-ciklusát, A,-t (1 < » <  2), ami 
diszjunkt c egyetlen 3-ciklusától. Tekintsük azokat a 2-ciklusokat c-ből, amelyek 
metszik ezt a 7-ciklust. Legyen ezeknek a 2-ciklusoknak a száma Jk, tartóhalmazaik 
egyesítése K.  Világos, hogy |Kj =  2ifc, valamint — lásd (5) — A< C K  C A, U Ao, 
így 7 <  |A | < 12. A K  halmaz mind c-nek mind a-nak egyes ciklusaiból áll, így 
ugyanez igaz b = a~lc-re is. Csak az fordulhat elő, hogy K b egy ciklusából 
és néhány fixpontjából áll. 7f-ban a-nak 2 k  — 7 fixpontja van, 6-nek ugyanannyi. 
Ugyanekkor (4) szerint az összes fixpontok száma A'-ban (c ciklusfelbontásából 
számolva) ifc-nak adódik, azaz
2(2Jfc — 7) = k,




Collected P apers o f P au l T úrán  
A kadém iai K iadó, 1990
„Teli poggyásszal távozott közülünk” — hangzott el az 1976-ban elhunyt Túrán 
Pál búcsúztatásakor. De amit ránk hagyott, közel 250 ciktye összegyűjtve is három 
terjedelmes kötetben jelent meg nemrég az Akadémiai Kiadónál.
A cikkek angol, német és francia nyelven íródtak, a magyar nyelvű dolgozatok 
angol fordításban kerültek a kötetbe.
Érdekes és egyben igen tanulságos belelapozni a kötetekbe; Túrán sok tétele 
ma már a matematikai kézikönyvek és előadások fontos és alapvető része. Nem 
egy a matematika új fejezetének alaptétele. Említsünk csak néhányat itt mutatóba: 
Hardy és Ramanujan tételének Turántól származó bizonyítása, aSidon sorozatokra 
vonatkozó tétel, a Van der Waerden tétel általánosítását célzó, Erdőstől és Turántól 
származó eredmények és sejtések, vagy az extrémális gráfelmélet híres Túrán tétele.
Legtöbb cikke természetesen az általa felfedezett hatványösszeg módszerrel és 
annak különböző alkalmazásaival foglalkozik, analitikus számelméleti ill. approxi­
máció-elméleti témájú. E besorolások sem precízek egészen. Túrán híres volt arról, 
ahogy egy volt tanítványa mondta, hogy „egymástól távol eső területek között talál­
ta  meg a kapcsolatot” . Hatványösszeg módszerét sikeresen alkalmazta a Riemann- 
féle zeta-függvények elméletében éppúgy, mint az ettől oly távol eső tárgykörben, 
az egyenletek közelítő megoldásában. Vagy említhetnénk azt a ciklussorozatot (On 
some applications of graph-theory I, II, III), amelyekben gráfelméleti módszerekkel 
bizonyít geometriai, potenciál-elméleti és függvénytani tételeket.
A kötetet a már említett hatványösszeg módszer és alkalmazásai, elemi és 
analitikus számelméleti, komplex függvénytani, approximáció- és interpolációelmé­
leti, kombinatorika témájú cikkeket, differenciálegyenletek, statisztikus csoport- és 
particióelméleti, Fourier sorokkal kapcsolatos és numerikus módszerek tárgyú dol­
gozatokat, valamint matematikusokról szóló megemlékezéseket tartalmaz.
Számos cikk után a tárgykör kiemelkedő hazai szakembere fűz megjegyzést 
a felvetett kérdések utóéletéről, az elért további eredményeket megemlítve, vagy 
egyszerűen rögzítve a tényt: jobb eredmény, mint a cikkben elértek nem ismeretesek.
így a cikkek önmagukban is újabb megoldandó problémák kiindulópontjai le­
hetnek. Meg kell említeni Túrán azon cikkét, amelyet közvetlen e célból, probléma­
felvető dolgozatként publikált (On some open problems of approximation theory).
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Ezen enciklopédikusnak is mondható cikkében csaknem 90, az approximációelmélet 
tárgykörébe tartozó problémát vet fel.
E három kötettel Túrán cikkeinek csaknem teljes gyűjteményét kapja kézhez 
az olvasó; néhány ismeretterjesztő cikke, fordítások és néhány külföldi előadás írott 
változata maradt ki a kötetből.
Mindazokat, ahogy e sorok íróját is, akik nem ismerték Turáni személyesen, 
a kötetet lapozgatva megérintheti az az eredetiség és egyedülállóság, ami e tudóst 
jellemezte.
„Olvassunk Eulert” , hangzott a XIX. század matematikusainak a felhívás. 
Olvassunk TViránt, ajánlható e három kötet minden érdeklődő számára.
Hegyvári Norbert
ÚJ PRÍMSZÁM
Lapzártakor érkezett (London, 1992. március 26, MTI).
Űj prímszámot fedeztek fel brit matematikusok. A csak eggyel és önmagával 
osztható számnak 227 832 helyiértéke van, és úgy lehet megkapni, hogy a kettőt 
756 839-szer megszorozzuk önmagával, mryd kivonunk belőle egyet.
Az Oxfordshire-i Harwell-laboratórium kutatói minden gyakorlati jelentőséget 
nélkülöző felfedezésüket egy CRAY-2 típusú szuperszámítógép segítségével érték el. 
Az új prímszám 162 782-vel több számjegyből áll, mint az eddigi ismert legnagyobb 
prímszám, amelyet egy amerikai kutatóközpontban fedeztek fel.
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Az 1991. évi Szele Tibor emlékérem
A Szele Tibor Emlékérem Bizottság határozata: a Bizottság az 1991. évi Szele Tibor 
Emlékérmet Lovász Lászlónak Ítélte oda.
Indoklás:
Lovász László matematikai munkásságát röviden méltatni elég nehéz. Mintegy 
150 cikkében és 7 könyvében rengeteg fontos új eredmény, új elmélet, módszer van.
Kezdjük talán az általa megoldott híres sejtésekkel. Mindhárom felsorolt prob­
léma hosszú ideig állt az érdeklődés középpontjában. 1) Bebizonyította Berge sej­
tését, hogy egy perfekt gráf komplementere is gráf. 2) Kneser sejtését, amely meg­
adta annak a gráfnak a kromatikus számát, amelynek pontjai egy n-elemű halmaz 
fc-elemű részhalmazai, s kettő össze van kötve, ha diszjunklak. 3) Meghatározta az 
u.n. Shannon-ötszög zéró-hiba kapacitását. Ez utóbbi váltotta ki a legnagyobb ér­
deklődést, hiszen Shannon a 40-es évek végén vetette fel a problémát, és igen széles 
körben ismert volt mérnökök között is. El is nyerte általa az év legjobb informá­
cióelméleti (!) cikkének járó díjat.
Már egyetemista korában elkezdte kifejleszteni a matching theoryban áttörő 
eredményeket hozó elméletét, amit Plumerrel írt könyvében teljesített ki. Kifej­
lesztette a gridoidok elméletét, jelentősen fejlesztette a geometriai algoritmusok 
elméletét, a konvex halmazok algebrai elméletét.
7 könyve igen nagy jelentőségű, de talán emeljük ki a „feladatgyűjteményét” , 
amely feladatokon keresztül mutatja be a kombinatorika 1979-es állását, s amely 
hosszú ideig a legjobb iskola lesz a kombinatorikát kutatni szándékozók számára.
Lovász sok új módszert is hozott létre, amit nagyon kevés matematikusról 
lehet elmondani. Emeljük ki ezek közül azt az algebrai módszert, ami a Shannon- 
é8 Kneser-problémák megoldásához vezetett el.
Munkásságának nemzetközi elismeréseit sem lehet ilyen rövid méltatásban tel­
jesen felsorolni. Amellett, hogy Akadémiánk és az Európai Tudományos Akadémia 
Tagja, már második időszakban tagja a Nemzetközi Matematikai Unió Végrehaj­
tó Bizottságának, ami rendkívül nagy elismerés mind m&teinaikai teljesítményének, 
mind szervezőkészségének. Állami díjas, több külföldi egyetem dísz-doktora, elnyer­
te a Fulkerson-díjat. Megszámlálhatatlan rangos egyetemen volt vendégprofesszor, 
a nagytekintélyű Princeton-i egyetemen félállása van. Az Amerikában kiadott „C- 
lassic Papers in Combinatorics” című gyűjteményben két cikke is szerepel.
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Hatalmas tudása, gyors gondolkozása lehetővé teszi, hogy néhány perces gon­
dolkodás után olyan ötleteket adjon tanítványainak, vagy az alkalmanként hozzá­
fordulóknak, amikből azok némi munkával egy-egy cikket tudnak kidolgozni. Kár, 
hogy nincs olyan összesítés, ami a köszönetnyilvánításokat tartalmazza. Lovász neve 
mellett hatalmas sor állna.
őmaga tanítványának tekinti Frank Andrást (tud. doktora), Túrán Györgyöt 
(kand.), Juhász Rozáliát (kand.), a kínai Yi-t, Szőnyi Tamást (kand.), Király Zol­
tánt, kisebb mértékben Tardos Évát (kand.), Hajnal Pétert (kand.), Pyber Lászlót 
(kand.), Bacsó Gábort, Don Greenwellt, Törőcsik Jenőt. Ez is egy szép lista, de ide 
lehetne sorolni sok olyan matematikust, aki nála idősebb, vagy vele egykorú, tehát 
nem lehet a hagyományos értelemben tanítványának tekinteni, de „új matematikai 
életre” keltette őket a közös munka során, és szívesen vállalnák a tanítványságot. 
Ilyenek A. Schrijver, M. Grötschel, B. Körte, M. Plummer. Évfolyamtársa, Recski 
András és a csak kissé fiatalabb Babai László is Lovász tanítványának vallja magát.
Lovász László pub likáció inak  listája 
Könyvek:
Kombinatorika (Pelikán J. és Vesztergombi K.) Tankönyvkiadó, Budapest, 1977 
(Német fordítás: Teubner, 1977; Japán fordítás: 1985)
Algoritmusok (Gács P.), Műszaki Könyvkiadó, Budapest, 1978; Tankönyvkiadó, Bu­
dapest, 1987.
Combinatorial Problems and Exercises, Akadémiai Kiadó - North Holland, Budapest, 
1979 (Japán fordítás: Tokai Univ.Press, 1988)
Matching Theory (M.D.Plummer), Akadémiai Kiadó - North Holland, Budapest,
1986.
An Algorithmic Theory of Numbers, Graphs, and Convexity, CBMS-NSF Regional 
Conference Series in Applied Mathematics 50, SIAM, Philadelphia, Pennsylvania 1986.
Geometric Algorithms and Combinatorial Optimization (M. Grötschel, A. Schrijver), 
Springer, 1988; kínai kiadás: World Publishing Corp., Beijing, 1990.
Greedoids (B. Körte, R. Schrader), Springer, 1991.
Cikkek:
1965:
Független köröket nem tartalmazó gráfokról, M a t. Lapok 16, 289-299.
1966:
On decomposition of graphs, S tu d ia  M ath . H u n g . 1, 237-238.
1967:
On connected sets of points, A n n a le s  U niv. R . E ö tvö s  10, 203-204.
4 2
Operations with structures, A c ta  M a th . H ung. 18, 321-328.
1968:
Graphs and set-systems, in: B eiträ g e  zu r  G raphentheorie, Teubner, Leipzig, 99-106. 
On chromatic number of graphs and set-systems, A c ta  M ath . H ung. 19, 59-67.
On covering of graphs, in: T h eo ry  o f  G raphs (ed. P. Erdős, G. Katona), Akad. Kiadó, 
Budapest, 231-236.
1969:
Kapcsolatok polinomoknak és helyettesítési értékeiknek számelméleti tulajdonságai 
között, M a t. Lapok  20, 129-132.
1970:
Generalized factors of graphs, in: C o m b in a to r ia l T h eo ry  a n d  its  A p p lic a tio n s , Coll. 
Math. Soc. J. Bolyai 4, 773-781.
Subgraphs with prescribed valencies, J . C om b. T h eo ry  8, 391-416.
A generalization of König’s theorem, A c ta  M ath. H ung. 21, 443-446.
A remark on Menger’s theorem, A c ta  M a th . H ung. 21, 365-368.
The factorization of graphs, in: C o m b in a to r ia l S tru c . A pp l., Gordon and Breach, 
243-246.
Representation of integers by norm-forms II, (K. Győry), Publ. M a th . D ebrecen  17, 
173-181.
1971:
On the cancellation law among finite relational structures, P eriod ica  M a th . H ung . 1 
(1971), 145-156.
On finite Dirichlet series, A c ta  M a th . H ung . 22, 227-231.
On the number of halving lines, A n n a le s  Univ. E ö tvö s  14, 107-108.
A matroidelmélet rövid áttekintése, M a t. Lapok 22, 249-267.
1972:
Normal hypergraphs and the perfect graph conjecture, D iscrete  M a th . 2, 253-267; 
reprinted A n n a ls  o f  D iscre te  M a th . 21 (1984) 29-42.
On the structure of factorizable graphs, A c ta  M ath . H ung . 23, 179-195.
The factorization of graphs II, A c ta  M a th . H ung. 23, 223-246.
On the structure of factorizable graphs II, A cta  M a th . H ung. 23, 465-478.
Direct product in locally finite categories, A c ta  S e i. M a th , Szeged 23, 319-322.
A characterization of perfect graphs, J. C om b. T h eo ry  13, 95-98; reprinted in: C lassic  
P a p ers in  C o m b in a to r ic s  (ed. I. Gessel and G.C. Rota), Birkhäuser, 1987, 447-450.
Über die starke Multiplikation von geordneten Graphen, Acta Math. Hung. 18, 235-
241.
4 3
A note on the line reconstruction problem, J . C om b. T h eo ry  13, 309-310; reprinted 
in: C lassic  P apers in  C o m b in a to r ic s  (ed. I. Gessel and G.C. Rota), Birkhäuser, 1987, 
451-452.
A note on factor-critical graphs, S tu d ia  S e i. M a th . 7, 279-280.
A szitaformul.íról, M a t. L apok  23 53-69.
1973:
On the eigenvalues of trees (J. Pelikán), P eriod ica  M a th . H ung. 3, 175-182. 
Antifactors of graphs, P eriod ica  M a th . H ung. 4, 121-123.
Dissection graphs of planar point sets (P. Erdős, G.J.Simmons, E.G.Strauss) in: A  
S u r v e y  o f  C om b. T h e o r y  (ed. S. Srivastava) Springer, 139-149.
A note to a paper of Dudley (P. Major), S tu d ia  S e i. M ath . 8, 151-152.
Permutation groups and almost regular graphs (L. Babai), S tu d ia  S e i. M ath . 8, 141—
150.
Finite homeomorphism groups of the 2-sphere (L. Babai, W. Imrich), in: T op ics in  
Topology, Coll. Math. Soc. J. Bolyai 9, 61-75.
Connectivity in digraphs, J. C om b. T h eo ry  15, 174-177.
Independent sets in critical chromatic graphs, S tu d ia  S e i. M ath . 8, 165-168.
On the sum of matroids (A. Recski), A c ta  M ath . H ung . 24, 329-333.
Coverings and colorings of hypergraphs, in: Proc. 4 th  S o u th ea s te rn  C o n f. on  C om b., 
Utilitas Math., 3-12.
Factors of graphs, in: Proc. 4 th  S o u th e a s te rn  C o n f. o n  C om b., Utilitas Math., 13 -22.
1974:
Valencies of graphs with 1-factors, P eriod ica  M a th . H ung. 5, 149-151.
Minimax theorems for hypergraphs, in: H ypergraph S e m in a r  (ed. C. Berge and
D.K.Ray-Chaudhuri), Lecture Notes in Math. 411, Springer, 111-126.
Every directed graph has a semi-kernel (V. Chvátal), in: H ypergraph S e m in a r  (ed. 
C. Berge and D.K.Ray-Chaudhuri), Lecture Notes in Math. 411, Springer, 175.
Applications of product coloring (D. Greenwell), A c ta  M ath . H ung. 25, 335-340.
A family of planar bicritical graphs (M.D.Plummer), in: C o m b in a to r ics , London 
Math. Soc. Lecture Notes 13, 103-108.
1975:
Problems and results on 3-chromatic hypergraphs and some related questions (P. 
Erdos), in: In f in i te  a n d  F in i te  S e ts , Coll. Math. Soc. J. Bolyai 11, 609-627.
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NÉHÁNY MEGOLDATLAN ELEMI GEOMETRIAI 
PROBLÉMÁRÓL
ERDŐS PÁL
Hosszú életem során sok cikket írtam geometriai problémákról, de magyar nyelven 
csak két ilyen publikációm ([10] és [11]) jelent meg. Itt fó'leg olyan kérdésekről lesz 
szó, amelyek magyarul még nem jelentek meg, és amelyek megértéséhez semmi 
előismeret nem kell, csak egy kis matematikai érettség. Remélem azonban, hogy az 
alább közlendő megoldatlan problémák, melyeknek többsége tíz évnél régebbi, nem 
könnyűek.
Dieudonné és Branko Grünbaum között többször volt vita a geometria érté­
kéről az oktatásban. Dieudonné híres jelszava így szólt: „Euklidész halott” . Talán 
tényleg igaz, hogy az utóbbi száz évben nem sok igazán szép olyan tételt találtak, 
melyek Euklidész tetszését is megnyerték volna. Mindenestre az itt felsorolandó 
problémák kombinatorikus és metrikus természetűek, és a múlt században ilyen 
kérdéseket nemigen vizsgáltak. Hadd említsem meg azonban Morley gyönyörű té­
telét, melyet a század elején talált. Harmadoljuk az ABC háromszög szögeit, és 
legyenek a szomszédos harmadoló félegyenesek metszéspontjai A\, Bi,C\.  Megle­
petés: az A\B\C\  háromszög mindig egyenlőoldalú!
Cikkünkben *1, X2 , ■ ■ ■, xn n különböző pont lesz a síkon. Ha nincs három 
egy egyenesen és négy egy körön, akkor azt mondjuk, hogy pontjaink általános
1
helyzetben vannak. d(xi,Xj) jelenti x, és Xj távolságát, D(x\ , . . . , xn) pedig az, 
X \ , , xn halmaz átmérőjét, azaz D (x i , . . . ,  xn) = maxi<{<j<„ d(Zj, xj)-
1. Legyen ..... x„ n pont. Tegyük fel, hogy ha d(xi , i j )  ^  d(xi,Z|), akkor
(1) \d(xi,xj) -  d(xt ,x,)| > 1.
Azaz ha két távolság különböző, akkor különbségük legalább egy. Igaz-e, hogy ha
(1) fennáll, akkor
(2) D (x i , . . . , x n) > cn.
Sőt, talán ha n > no, akkor már D(x\ , . . . ,  x„) minimuma n —1. Lehet, hogy ez 
már n > 8-ra is igaz. 1 (2) első bizonyításáért vagy megcáfolásáért 10000 forintot 
adok. Igaz marad-e (2), ha (1) csak olyan pontnégyesekre van feltéve, ahol mind a 
négy pont, x,-, zy,z*,z/ különböző? Vagy talán (1) akkor is igaz marad, ha e négy 
pont között csak három különböző van?
Ha pontjaink a háromdimenziós térben vannak, akkor (2) talán cn2/3-dal igaz.
Makai Endrével észrevettük, hogy ha pontjaink általános helyzetben vannak, 
akkor talán
(3) £>(z1, . . . , z „ ) /n  — oo, 
de van olyan általános helyzetű Z j,. . .  ,z„, hogy
(4) D(x \ , . . .  ,z „ ) /n 2 —► 0.
Könnyű belátni, hogy D(xi,  . . . ,x n) < n2 +  o(l) lehetséges, de sem (3) sem (4) 
nem látszik egyszerűnek.
2. Még 1945-ben sejtettem [9], hogy ha f (n)  az a legnagyobb szám, hogy a 
d(n,Xj)  számok között van legalább /(n ) különböző, akkor
E sejtés bizonyításáért vagy megcáfolásáért 500 dollárt ígértem.
Jelölje D (zj) az x, ponttól való különböző távolságok számát. Talán már
( 5 ) m a x  D ( x i )  >  c
1 < * < n
n
yiögn
1 N em rég  h a l lo t ta m ,  h o g y  H a rb o r th  és egy  t a n í tv á n y a  n  =  9 - re  ta lá l t  9 ily e n  p o n to t ,
m elyeknek  á t m é r j e  k ise b b  m in t  5.
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is igaz. Sőt, lehet, hogy (5) „majdnem minden” *-re is igaz. Nagyon érdekes lenne ki­
vizsgálni, hogy hány olyan i lehet, melyre ■£>(*,) lényegesen kisebb mint cn/y/log n. 
Itt még sejtésem sincs.
Igaz-e, hogy azon pontpárok száma, melyekre d(xi tXj) = 1 legfeljebb
E sejtés bizonyításáért vagy cáfolásáért szintén 500 dollárt adok. A síkrács példája 
mutatja, hogy sejtésünk, ha igaz, nem javítható. E sejtések, melyeket először 1946- 
ban mondtam ki [9], biztosan igen nehezek, mert bár sok kiváló matematikus 
foglalkozott velük, nagyon messzire vagyunk a megoldásuktól.
Még egy érdekes sejtést szeretnék kimondani. Legyen n > 5. Sejtem, hogy 
van legalább két nem hasonló pontrendszer, x j , . . .  ,x„ és y i , . ..  ,yn, melyek f (n)  
különböző távolságot határoznak meg. n = 3 és n = 5 esetén a szabályos sokszög 
az egyetlen ilyen ponthalmaz, de már n =  4-re a négyzet és a közös élű két 
egyenlőoldalú háromszög mutatja a két pontrendszer létezését. 5000 forintot adok 
egy ellenpéldáért és 10000-t egy bizonyításért.
3. Tegyük fel, hogy X i,...x „  konvex sokszöget alkot. Sejtettem, hogy ebben 
az esetben a különböző távolságok száma legalább n/2. E sejtést Altman be is 
bizonyította [1] és [2], Továbbá sejtettem, hogy
Ez még mindig nyitott, 5000 forintot adok a bizonyításáért vagy cáfolásáért. 
Fishburn sejti, hogy
és egyenlőség csak a szabályos sokszög esetén áll fenn. Fishburn sejtése egy közös 
cikkünkben [14] fog megjelenni.
Leo Moser és én több mint harminc évvel ezelőtt sejtettük, hogy egy konvex 
n-szögben a d(x,-, X j )  = 1 párok száma kisebb mint c n .  Ezért is 10000 forintot adok. 
Füredi [16] nemrég cn helyett cn log n-et bizonyított. Edelsbrunner és Hajnal Péter
[7] konstruált olyan n-szöget, melyben ugyanaz a távolság 2n — 7-szer fordul elő. 
Fishburnnel sejtjük, hogy itt 2n a helyes fölső határ. A következő élesebb sejtésem 
van: Minden konvex n-szögben van legalább egy olyan x, szögpont, melytől nincs 4 
pont egyenlő távolságra. Eredetileg ezt hárommal sejtettem (négy helyett), de erre 
Danzer ellenpéldát adott [13]. Jelölje d(xf) azt a legnagyobb számot, melyre van 
d(xi) pont egy x,- középpontú körön. Talán
n l + c /  l o g  l o g  n
n
^ d ( x . )  <4n.
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10000 forintot adok a bizonyításért, és 10000-t az előbbi sejtés cáfolatáért c =  4 
helyett minden c > 0-ra.
Szemerédi [13, 100. oldal] bebizonyította, hogy ha x \ , . . . , x n n pont a síkon, 
melyek között nincs három egy egyenesen, akkor közöttük legalább n/3 különböző 
távolság fellép. Sejti továbbá, hogy legalább n/2 különböző távolság lép fel köztük. 
Mindegyik problémánál meg kellene vizsgálni, mi történik, ha konvexség helyett 
csak azt tesszük fel, hogy nincs három pont egy egyenesen.
4. Legyenek az * l f ...  ,xn pontok általános helyzetben. Sejtem, hogy n > n0-ra 
a d(xi,Xj) távolságok eloszlása nem lehet olyan, hogy a leggyakrabban előforduló 
távolság (n — l)-szer fordul elő, a második leggyakrabban előforduló (n — 2)-ször, 
stb. Palásti Ilona [23] n = 8-ra még konstruált 8 pontot ezzel a tulajdonsággal. 
5000 forintot adok bizonyításért vagy ellenpéldáért. Talán a következő sokkad erő­
sebb sejtés is igaz. Jelölje / ( x i , . . . , x n) az x \ , . . . , x „  pontok által meghatározott 
különböző távolságok számát. Legyen x i , . . .  ,x„ általános helyzetben. Igaz-e, hogy
f ( x i , . . . , x „ ) / n  — oo.
10000 forintot adok bizonyításért vagy ellenpéldáért. Egyelőre f ( x \ , . . .  ,x„)-re 
nincs nemtriviális becslésem. Triviális, hogy d(x,) > aj i . Lehet, hogy
(6) m ^ d íx i )  =  (l +  o(l))n.
Talán (6) túl optimista, de biztosra veszem, hogy max d(xi) > n/2, és hogy azon » 
indexek száma, melyekre
d(n )  > (1/3 +  e)n,
nagyobb mint cn. I tt c és e becslésére egyelőre nincs sejtésem.
5. Legyen x i , . . . ,x „  n pont a síkban. Erika Pannwitz több mint 60 évvel 
ezelőtt bebizonyította, hogy azon pontpárok száma, melyekre
d(Xi,Xj) = D{x i , . . . , x n)
legfeljebb n. A bizonyítás nem nehéz, és könnyű belátni, hogy n nem javítható. 
Pach János és én [15] azt sejtjük, hogy n > 5-re nem lehet megadni olyan x \ , . . . ,  x„ 
pontokat, melyre minden, az átmérőnél kisebb távolság n-nél többször fordulna elő. 
n =  4-re a sejtés nem lenne igaz, mint azt a közös élű két egyenlőoldalú háromszög 
példája mutatja.
6. Fishburn és én [14] felvetettük a következő problémákat. Legyen x i , . . . ,x „  
n pont és f! > r2 > ... > rm jelölje az előforduló távolságok multiplicitását. 
Természetesen m = f ( x \ , . . .  , xn) és = (j). Kérdeztük, hány r* lehet n-nél 
nagyobb. Először tegyük fel, hogy jcj, . . . ,  xn konvex pozícióban vannak. Beláttuk, 
hogy n > 25-re r x > n és r2 > n lehetséges, de nem tudtuk eldönteni, hogy
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T3 > n lehetséges-e valamilyen n-re. E kérdés eldöntéséért 1000 forintot adok. Ha 
a pontokról semmit nem teszünk fel, tudjuk, hogy rk > n körülbelül n/6 ifc-ra 
lehetséges. Érdekesek még a következő sejtések. Ha Zj , . . . , konvex, akkor
( 7 )  ^ T V ^ C c n 3 ,
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továbbá, ha n > 8, akkor J2rl a szabályos konvex n-szög esetén maximális. Végül, 
ha ,z„-ről nem teszünk föl semmit, akkor
(8) Y ^ rk < cin3(logn)Ca.
í
Sajnos (8) reménytelennek látszik: (8) bizonyításáért 500 dollárt adok, (7)-ért pedig 
5000 forintot.
Régi kérdésem, hogy ha az X\ , ... ,xn pontok között nincs három egy egyene­
sen, legalább hány olyan X i , X j , x k  ponthármas van, hogy e háromszög belsejében ne 
legyen pont. Bárány és Füredi [4] bebizonyították, hogy ha h(n) ennek minimuma, 
akkor
n2 < h(n) < 2n2.
Az itteni felső becslést Valtr [27] nemrég l ,8n2-re javította. Bárány a következő szép 
problémát vetette fel. Minden z,-, Xj pontpárhoz legyén £(xí , xj) azon xk pontok 
száma, melyekre az Xi,xj ,xk háromszög üres, azaz belsejében nincs pont. Legyen 
továbbá
L(zi , . . . , z„)  = max £(xi,Xj).1 <t<j<n
Bárány sejti, hogy L( z i , . . . , z n) —► oo, ha n —► oo minden általános helyzetű 
pontrendszerre.
7. Tíz ével ezelőtt kérdeztem: Legyen it(n) az a legnagyobb szám, melyre meg­
adhatók olyan x \ , . . . ,  zn pontok a síkon, melyek között nincs három egy egyenesen, 
és amelyek k(n) különböző egységkört határoznak meg. Sejtettem, hogy
Elekes [8] nagyon szellemes bizonyítást adott arra, hogy k(n) > cn3/2. A bizonyítás 
így megy: Legyen e i , . . . , em m egységvektor általános helyzetben. Az n = (^) 
pont legyen az e,- + e; alakú összegek halmaza (1 < i < j  < m). (3) kör adódik; 
középpontjaik az e< + ey + ek pontok (1 < i < j  < k < m). Lehet, hogy Elekes 
konstrukciója már az extremális esetet adja. Kérdés még, hogy megváltozik-e a 
helyzet, ha feltesszük, hogy az x j , . . . , pontok általános helyzetben vannak.
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8. Egy egységnyi oldalú négyzetbe beírunk n2 + 1 négyzetet, melyeknek nincs 
közös belső pontja. A négyzetek oldalhossza legyen o<, » =  1 ,... ,n* +  1. Igaz-e,
hogy
",+1
(9) ^ 2  a* ^  n -
< = i
Könnyű belátni, hogy n2 ilyen négyzetre (9) triviális, de n2 +  2-re már nem is igaz.
9. Legyenek a i i i , . . . , z B úgy megadva, hogy d(x,-,Xj) > 1 minden különböző 
i , j  párra. Milyen elhelyezés mellett lesz D(x \ , . . . ,  xn) minimális? E kérdés termé­
szetesen nem új. Első pillanatban azt lehetne remélni, hogy n > no-ra pontjaink a 
háromszögrács részhalmaza lesznek, de valószínűleg ez nem igaz, és elképzelhető, 
hogy n > n0-ra sohase lesz a ponthalmaz a háromszögrács része. Az viszont ta­
lán igaz lesz, hogy ha D(x i , . . .  ,x„) minimális, akkor pontjaink elhelyezhetők úgy, 
hogy a háromszögráccsal n — o(n) közös pontjuk legyen. Tudtommal ezt a kérdést 
még nem vizsgálták.
10. Sylvester problémájáról. Legyen x \ , . . . , x n n pont a síkon, melyek között 
nincs négy egy egyenesen. Jelölje e3(n) azon egyenesek maximális számát, melyek 
három ponton mennek át. Nyilván
ea(n) <  Q) A
Már Sylvester tudta azt a szerintem nagyon meglepő eredményt, hogy
(10) e3( n ) > y - c n .
c pontos értéke még nem ismeretes, lásd Burr, Grünbaum és Sloane szép cikkét 
[6] a „faiskola problémáról” (Orchard problem=a faiskola problémája), lásd még 
Füredi-Palásti [17]. Legyen E t(n) az a legnagyobb szám, melyre van n olyan pont 
a síkon, hogy a pontosan k pontot tartalmazó különböző egyenesek száma Et(n).  
Jelölje et(n) ugyanezt a számot-, ha az n síkbeli pont között nincs ifc +  1 pont 
egy egyenesen. Valószínűnek látszik, hogy e3(n) = £ 3(n), de a helyzet teljesen 
megváltozik, ha k > 3. Régi sejtésem, hogy e4(n) = o(n2), 10000 forintot adok 
a bizonyításért és 50000 forintot egy ellenpéldáért. Biztosra veszem, hogy a sejtés 
igaz. Kárteszi [21] talált példát e4(n) > cn logn-re és Grünbaum [18] e4(n) > cn3/2- 
re. Lehetséges, hogy e4(n) < c'n3/ 2. Grünbaum példája ejk(n) > ad,
és talán ez a helyes nagyságrend minden k > 3-ra. A rácspontok példája viszont 
azt mutatja, hogy
E k ( n )  >  c t n 2 ,
de lim £t (n )/n 2 értékét még n = 4-re sem tudom. Lehet, hogy £ t(n ) a négyzetrács 
esetén a legnagyobb. Ezt talán érdekes volna n kis értékeire ellenőrizni. Valószínű­
nek tartom, hogyha azon egyenesek száma, melyeken legalább 4 pont van, nagyobb
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mint cn2, akkor kell olyan egyenesnek lennie, melyen „sok” pont van, a „sok” esetleg 
en 1^ 2.
A már említett e3(n) = £ 3(71) sejtés talán még akkor is igaz marad, ha i?fc(n)- 
ben megengedjük, hogy egy egyenesen k + 1-nél több pont is legyen: azaz legyen 
E'k{n) az a maximális szám, melyre van n olyan pont a síkon, hogy a legalább k 
pontot tartalmazó egyenesek száma Ek(n). Bizonyára ifc > 3 esetén
limEk(n)/n2 > lim £ i(n )/n2.
Még egy ide vonatkozó kérdést szeretnék megemlíteni. Sejtettem, hogy azon 
különböző egyenesek száma, melyeken v'n-nél több z, van, kisebb mint Cy/n. Ezt 
a sejtést Beck [5], valamint Szemerédi és Trotter [26] be is bizonyították, de c-re 
csak nagyon nagy értéket találtak. A síkrács mutatja, hogy ezen egyenesek száma 
lehet 2y/n + 2, és azt hittem, hogy (2 + o(l))v/n a helyes nagyságrend. De Sah [24] 
talált n olyan pontot, amelyeknél 3y/n egyenes tartalmaz y/n pontot. Lehet, hogy 
3y/n már a helyes nagyságrend.
11. Tegyük fel, hogy az z i , .. .,x„ pontok nincsenek mind egy egyenesen. Leg­
alább hány különböző 0 < a < ír szöget határoznak meg ezek a pontok? Ez a 
kérdés, mely Corráditól, Hajnaltól és tőlem való, egy sajtóhiba folytán keletkezett. 
A Középiskolai Matematikai Lapokban a következő (triviális) gyakorlatot tűztem 
ki. Ha az z i , . . . ,  z„ pontok között nincs három egy egyenesen, akkor legalább n — 2 
0 és ír közé eső szöget határoznak meg. Legnagyobb meglepetésemre Corrádi és Haj­
nal mondták, hogy nem tudják megcsinálni, és kérdezték, hogy én hogy csináltam 
meg. Gyorsan kiderült, hogy a „nincs három egy egyenesen” helyett az állt, hogy 
„nincs mind egy egyenesen”. így már én se tudtam megcsinálni. Lehet, hogy a 
szabályos sokszög adja az extrémumot, és a válasz n — 2, ha n elég nagy.
12. Anning és én [3] bebizonyítottuk, hogy ha Z i,* j,. ..  végtelen sok pont a 
síkban és d(zj,z; ) mindig egész szám, akkor ez csak úgy lehet, ha a pontok mind 
egy egyenesen vannak. Ugyanez igaz marad akárhány dimenzióban is. Többen vizs­
gálták a következő kérdést: Megadható-e n pont, x 1}. . . , x n általános helyzetben 
úgy, hogy minden d(xi,Xj) egész szám. Harborth és Kemnitz [20] találtak hat ilyen 
pontot, melyre az átmérő 174, és ez a minimális átmérő. Tudtommal nem ismeretes, 
hogy van-e hét ilyen pont.
Ulam sejtette, hogy ha * j , . . .  a síkban mindenütt sűrűn van, akkor nem 
lehet valamennyi távolság racionális. E sejtés valószínűleg igaz, de talán nehéz lesz 
bebizonyítani. Talán az is igaz, hogy van egy mindenütt sűrű részsorozat, melyben 
egyetlen távolság sem racionális. Besicovich Ulamtól függetlenül kérdezte: Van-e 
minden e-hoz és n-hez egy szabályos n-szög yi, ■ ■ ■ ,yn és minden i = l , . . . ,n - re  
egy Z{, melyre d(yi,Zi) < t  és minden d(z,,Zj) racionális. Tudtommal a válasz már 
n =  5-re sem ismert. Talán ha í j , *2, . . .  mindenütt sűrű halmaz, akkor mindig van 
mindenütt sűrű részhalmaza, melyben minden távolság racionális.
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13. Legyenek most x \ , . . . , x n pontok a d-dimenziós térben. Legyen /(n ;d ) a 
legnagyobb szám. melyre ezen pontok legalább /(n ; d) különböző távolságot hatá­
roznak meg. Könnyű bebizonyítani, hogy minden d-re és elég nagy n-re f(n; d) > 
nCd. Persze £4 pontos értékét egyetlen d-re sem tudjuk meghatározni, de most nem 
ezzel fogunk foglalkozni, hanem a következő talán újszerű és érdékes kérdéssel. Az 
x \ , . . . , x „  pontokat osszuk két egyenlő csoportba, az egyik j/i, . . . ,  y n /2> a másik 
2i , ■ ■ ■ - zn/7- Legyen g(n;d) az a legnagyobb szám, melyre d(yi,Zj) legalább g(n;d) 
különböző értéket vesz föl. Lenz egy jól ismert példája szerint </(n;4) = n1 2/ 4; a pon­
tokat két ortogonális körön kell fölvenni. Igaz-e három vagy akár két dimenzióra, 
hogy
/ ( n ; 3)/<Kn; 3) — oo,
/(« ; 2)/ff(n; 2) — oo.
Ha ez nem igaz (amit egyébként valószínűnek tartok), akkor mi lehet a limesz 
értéke? A kérdés értelme persze az, hogy már két vagy három dimenzióban is 
sokkal kevesebb távolságot kapunk, ha teljes gráf helyett egy teljes páros gráfot 
vizsgálunk. E kérdésről egyelőre semmit sem tudok.
14. Régi klasszikus Nelsontól és Hadwigertől [19] való probléma, hogy ha a 
síkban két pontot összekötünk, ha távolságuk egy, akkor mekkora e gráf kroma­
tikus száma. Ismert, hogy ez 4 és 7 között van, és valószínűleg nagyobb mint 4. 
Valószínűnek látszik az is, hogy ha az r sugarú körben egy halmazban nincs két 
pont egységnyi távolságra, akkor a halmaz mértéke < 7rr2/ 4. Általában legyenek 
X\ , . ..  , x n pontok a síkban, és jelölje /(n )  azt a legnagyobb számot, hogy ezen n 
pont között mindig van több mint /(n ), melyre bármely kettő távolsága egytől kü­
lönbözik. L. és W. Moser [22] egy példája mutatja, hogy f(n)  < 2n/7. Másrészt 
Székely László bebizonyította [25], hogy f (n)  > n/4. Valószínűleg /(n ) = n/4. Bi­
zonyításért vagy ellenpéldáért 5000 forintot adok. Érdekes lenne /(n ) értekét kis 
n-ekre meghatározni.
Tegyük fel mármcet, hogy az x i , . . .  ,x„ pontok minimális távolsága egy. Kös­
sünk össze két pontot, ha távolságuk pontosan egy. Legyen g(n) az a legnagyobb 
szám, melyre e gráfban legalább g(n) független pont van. Azt gondoltam, hogy 
p(n) = n / 3. De Fan Chung és Graham (publikálatlan, lásd [12]), és tőlük függetle­
nül Pach (publikálatlan, lásd [12]) egy szellemes példát talált, melyre g(n) < 6n/19. 
Pollack (publikálatlan, lásd [12]) egy egyszerű bizonyítást adott g(n) > n/4-re. Ér­
dekes lenne <?(n)-t meghatározni, ez talán nem lesz könnyű.
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Magyarországon a múlt században indult meg a tudományok fejlődése és ennek 
nyomán a század második felétől a tudományos szervezeteké is. A Matematikai és 
Fizikai Társulat alapcélkitűzései között szerepelt a tudományos és tanári utánpótlás 
nevelésének segítése.
Ezt a célt szolgálta a megalakulás után nem sokkal, 1894-ben a br. Eötvös 
Loránd Matematikai Tanulóverseny, majd kevéssel később a fizikai tanulóverseny 
megindítása is, a tárgyak iránti érdeklődés felkeltésére és a tehetséges fiatalok mi­
előbbi felismerésére. A versenyeket évente rendezte a Társulat az azévben érettsé­
gizettek részére.
A 2. világháború után a tudományok fejlődésének megfelelően különvált a 
Fizikai és a Matematikai Társulat. Azóta Eötvös nevét értelemszerűen a Fizikai 
társulat és versenye viseli. A matematikai verseny neve Kürschák Józsefnek, a 
Műegyetem neves professzorának, kiváló pedagógusnak, haláláig a versenyek lelkes 
szervezőjének emlékét őrzi. A versenyen az érettségizettek mellett iskolai tanulók is 
részt vehetnek és vesznek. Évente országszerte ötszáz körül van az indulók száma.
Kürschák feldolgozta könyv alakban (Matematikai Verseny tételek címen) az 
1928-ig rendezett versenyek feladatait és megoldásaikat. Egyes feladatokhoz fűzött 
jegyzetekben egyrészt szélesítette az olvasók ismereteit, másrészt fényt vetett a ma­
tematika olyan ágaira, amelyekről nem esik szó az iskolában. A mű azóta ismételten 
megjelent egy 2. kötettel bővítve, amelyik utolsó kiadásában 1963-ig dolgozza fel 
a versenyeket, továbbra is az eredeti mű elgondolásait követve. Örömmel tudatom, 
hogy az 1964-1987. közti versenyeket feldolgozó 3. kötet már ki van szedve.
Versenyünket jól ismerik határainkon túl is. A Verseny tételeknek megjelent 
angol, japán, orosz és román fordítása is. A nemrég elhunyt Hans Freudenthal pro­
fesszor beszámolót készített a világszerte rendezett versenyekről. Ebben az Eötvös 
versenyt időrendben elsőnek a Leningrádban (ma Szentpétervár) 1934 óta rendezett 
verseny követi. (Egy későbbi cikk a Romániában már 1906 óta folyó versenyekről 
számol be.)
Statisztikai adatok és általában elég jól ismert részletek ismertetése helyett 
legyen szabad még elmondanom néhány gondolatomat általában a versenyekkel 
kapcsolatban.
A verseny a vele nagyjából egyidőben megindult Középiskolai Matematikai 
Lapokkal együtt jól szolgálta az eredeti célkitűzést, számos, későbben híressé vált
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kutató tűnt már itt fel. Van azonban a versenyeknek számos ellenzője is, és indokaik 
közt olyanok, amelyeket komolyan mérlegelni kell. Legkevésbé talán az az ellenérv 
fogadható el, hogy ezeken a versenyeken is elsősorban kitartó edzéseken múlik a jó 
eredmény elérése, csak kérdés, hogy megéri-e.
\  alójában ez az edzés feladatmegoldást jelent, és aki egyszer megérezte az 
eredményes problémamegoldás örömét, egy életre megőrzi azt; és amit ez kifejleszt, 
a hajlékony gondolkodás, az az embert egész életén végigkísérő értékes képesség.
Jó eredmények eléréséhez azonban jó felkészültségen túl versenyezni kell a 
rendelkezésre álló idővel is, megbirkózni az ebből adódó idegfeszültséggel, tudni 
gyorsan gondolkozni. Van akinek ez örömet okoz, de nem mindenki, akinek jók a 
matematikai képességei, rendelkezik ezekkel a tulajdonságokkal is. Eredménytelen 
versenyzés pedig kedvét szegheti a matematikai munkától.
Ez a felismerés vezetett ahhoz is sok évvel ezelőtt, hogy a többfordulós ver­
senyek első fordulóját 3-nál több, különböző nehézségű feladattal rendezzék, hogy 
minden, némi matematikai érzékkel rendelkező tanulónak lehessen valami sikere.
A versenyeknek lehet élénkítő hatása az iskolai munkára is, például azzal, hogy 
feladatainak változatosságával segít a példatárak feladatainak felélénkítésében. Ta­
pasztalni vélek azonban egy nagyon káros jelenséget, azt, hogy gyakran szinte az 
iskolai teljesítmény mércéjének tekintik a tanulók versenyeredményeit. Ennek meg­
felelő nagy súlyt kap ez az egyes tanárok munkájának jellemzésében is. (És ez nem 
elsősorban a versenyek hibája.) Márpedig önmagában is nagy csábítás elsősorban 
a jó képességű, a matematika iránt spontán érdeklődő tanulókkal foglalkozni és 
„megértőnek” lenni a gyengébbek iránt, kevéssel beérni részükről.
Az iskolának fontos feladata azonban, hogy a nem különösen matematikára 
hangoltakkal is megkedveltesse a tárgyat. Ehhez persze hozzátartozik az is, hogy ne 
próbáljuk agyontömni őket matematikával, de tőlük is erejükhöz mért erőfeszítést, 
hangsúlyozom, erőfeszítést kívánó követelmények támasztásával érzékeltessük, hogy 
képesek egyre jobb eredményekre.
Valami igazat azoknak is kell adnom, akik a versenyekre való edzést hibáz­
tatják. A feladatmegoldó készség fejlesztését, mint mondtam, fontos feladatnak, a 
matematikai nevelés lényeges részének tartom, túlhangsúlyozása azonban torz ké­
pet nyújt a matematikáról. A matematika kialakulásában azonban a rendszerezés, 
erre lehetőséget adó szempontok felfedezése; a problémafelvetés, felismerés képessé­
ge, és sok egyéb is fontos szerepet játszott és játszik. A versenyek ezek fejlesztésére 
már kevésbé alkalmasak.
Mindezeket mérlegelve úgy gondolom, hogy a versenyeknek nálunk tapasztal­
ható túlburjánzása már veszélyes. Azon túl, hogy gerjeszthetik azt a túlértékelést, 
amit említettem, azzal is jár, hogy sokan megcsömörlenek a matematikától. És ne 
nyugtassuk magunkat azzal, hogy nem kötelező minden versenyen elindulni. Ugyan 
hányán'hajlandók lemondani a siker lehetőségéről, ha egyszer fel van kínálva?
A versenyekben rejlő veszélyekről beszéltem, de semmiképpen sem azok káros 
voltáról. Bűn volna lemondani azokról az ösztönző élményekről amiket a versenyek
12
adhatnak. Ha másképp gondolnám, nem vennék aktív részt versenyek szervezésé­
ben. Ez az élmény azonban a túl sok versenyzés során elveszhet, és az eredményes 
megoldás fölötti öröm helyét fokozatosan a puszta győzni akarás foglalja el, ami 
nem kívánatos. Párhuzamos versenyeknek elsősorban akkor van értelme, ha mind­
egyiknek megvan az egyéni sajátossága, csak arra a versenyre jellemző igénye.
Egy véleményt mondtam el, bizonyára akadnak, akik egyik-másik részével, 
esetleg az egésszel nem értenek egyet. Talán akadnak olyanok is, akik sokban 
egyetértenek, és ekkor már hasznos vita alakulhat ki.
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HOGYAN TEGYÜK TÖNKRE 
KONFERENCIÁKON TARTOTT 
ELŐADÁSAINKAT AZ ÍRÁSVETÍTŐ 
ALKALMAZÁSÁVAL?
RECSKI ANDRÁS
(Mivel írjunk?) Az igazi pancser már a tollak vásárlásánál megteszi az első lé­
péseket. Ha arra kell a toll, hogy az előadás utáni vitában a fóliára írjunk pár 
szót, képletet vagy ábrát — mert az előadóteremben nincs tábla —, akkor vízben 
nem oldható (water resistant, wasserfest) festékkel töltött tollat használjunk: az e- 
setleges hibát hiába próbáljuk letörölni (ujjunkkal, zsebkendővel, akármivel), csak 
magunkat kenjük össze. Ha viszont az előadás közben bemutatandó fóliák elkészí­
téséhez kezdünk hozzá, csak vízben oldódó (water soluble, wasserlöslich) festékkel 
dolgozzunk. Minél nagyobb gonddal rajzolunk meg egy bonyolult ábrát, annál va­
lószínűbb, hogy az előadás közben — amikor az izgalomtól az átlagosnál jobban 
izzadunk — rátenyerelünk, és hallgatóságunk csak egyetlen izgalmas színes pacát 
fog látni.
(Mire írjunk?) Az írásvetítő felülete egy 25 cm élhosszúságú négyzet. Ez 
azt jelenti, hogy az A4 méretű szokásos fóliáknak vagy az alja, vagy a teteje nem 
látszik — feltétlenül ide írjuk a legfontosabb dolgokat. Az se bízza el magát, aki 
véletlenül négyzetes, épp jó méretű fóliát tud szerezni. Ennek ugyanis a szélessége 
nagyobb az A4-es szabvány lapokénál, így bármilyen aktatáskában, mappában, 
reklámszatyorban visszük, az oldala felgyűrődik, összetöredezik.
(Mit írjunk?) Sok lényegtelen dolgot, mert akkor a hallgatóság 1-2 perc után 
már nem tudja követni. Ha túl sok teleírt fóliánk van, úgyis időzavarba kerülünk 
és csak annyi ideig fogjuk fennhagyni a fóliát a vetítőn, hogy a közönség ha akarná 
sem tudná elolvasni. Az az előadó, aki 10 cm/sec sebességgel keresztülhúz néhány 
sűrűn teleírt fóliát a vetítőn, és közben azt mondja, hogy „még nagyon sok további 
eredményt is ismertetni akartam”, biztos belopja magát mindenki szívébe.
Egyetlen fóliát hagyjunk sokáig az írásvetítőn: amin felsoroljuk, munkánk e- 
lőzményeként, hogy kik csináltak már valamit ebben a témában. így a téma nem 
biztos, hogy a legjobb, de biztosan leghiúbb szakértőjének bőséges ideje lesz kétszer
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ellenőrizni, hogy őt bizony kifelejtettük, és már most utálni fog minket, holott csak 
fél év múlva fogják őt felkérni cikkünk lektorálására.
(Hogyan írjunk?) Mindenekelőtt: apró betűkkel. Olyan betű, mely a fóli- 
a teljes hosszának 5%-ánál kisebb, már nem nagyon olvasható az előadóteremben. 
Mivel a sorok között távolságot is kell tartani, 10-12 sor férhet egy fóliára — írjunk 
kétszer ennyit, és biztos a siker. Gyakorlottabbak a különféle színű tollak váltogatá­
sával is kísérletezhetnek. Mindig a hasonlójellegű adatokat írjuk különböző színnel, 
hogy mindenkit megzavarjunk. Ha folytonos szövegben a leglényegesebb szót ki a- 
karjuk hangsúlyozni, akkor azt az egyet fekete, sötétkék vagy sötétzöld helyett írjuk 
sárgával vagy halványlilával, hogy senki ne lássa. Persze sokkal kisebb fáradsággal is 
megoldható a dolog: használjunk öreg, majdnem kiszáradt tollakat, és akkor semmi 
sem látszik, még a lényegtelen információ sem.
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(Hogyan tároljuk az elkészült fóliákat?) E tekintetben három uralkodó nézet 
van. Egyesek nem tesznek közéjük papírt. így a fóliák összeragadnak és az előadás 
közben legalább kettőt teszünk fel egyszerre, majd elnézést kérve levesszük a jót és 
fennhagyjuk a rákövetkezőt, amivel lelőhetjük előadásunk egyetlen jó poénját.
Mások mindenféle használt papírt (újságot, már nem szükséges teleírt jegyzet­
lapokat) használnak, ennek az az előnye, hogy egészen addig, amíg már a hallga­
tóság látja kivetítve, nem lehetünk biztosak benne, hogy mi is van a fólián és mi 
volt csak alatta. Ezt egyesek tökélyre fejlesztik: papíron megtervezik, mi legyen a 
fólián, ráteszik a fóliát a papírra, hogy a különféle színű toliakkal az egyes részeket 
tényleg megrajzolják, majd ezt a papírt hagyják a fólia alatt elválasztónak. Csak 
amikor leveszik a fóliát a papírról és felteszik a vetítőre, akkor derül ki, hogy a 
legfontosabb dolog hiányzik, mert azt pirossal akarták rajzolni és épp akkor szólt a 
telefon. Az összekészítés során még nem derülhetett ki, mert ami hiányzott a fólián, 
az is ott volt alatta a papíron.
A harmadik csoport tiszta fehér papírral választja el a fóliákat. Ilyenkor még 
abban reménykedhetünk, hogy a papírvastagság megválasztásával rontunk el min­
dent. A papírt ugyanis arra is használjuk, hogy előadás közben a fóliának leta­
karjuk az a részét, amit csak később akarunk „felfedni”. Túl vékony papír esetén 
azt hisszük, hogy csak mi látjuk a letakart részt, holott a hallgatóink is látják, túl 
vastag papír esetén pedig mi sem látjuk, hogy mit fogunk felfedni.
(Közvetlenül az előadás előtt) Ha repülőgépen utazunk a konferenciára, 
a fóliát a feladott poggyászba tegyük, ne a kézitáskába. A feladott csomagot csak 
ritkán szokták ugyan túlbuzgó biztonsági őrök felrobbantani, de esetleg más városba 
irányítják és csak a konferencia vége után jutunk hozzá.
Ha már a teremben vagyunk, a fóliáink is rendben vannak, akkor jön a 
ventillátor-effektus. A legtöbb írásvetítő sok hőt fejleszt, így állandóan működik 
benne egy ventillátor. Fóliáinkat az asztalnak mindig arra az oldalára helyezzük, 
ahol állandóan „fúj a szél” . Általában akkor fogja fóliáinkat, de legalábbis a köztük
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levő papírokat szétszórni a terem minden lehetséges irányába, amikor a legjobban 
kellene koncentrálnunk, vagy amikor rájövünk, hogy kevés az idő és gyorsítani kell.
(Előadás közben) Az írásvetítőnek az a lényege, hogy a vetítőnél állva, a 
hallgatósággal szembenézve beszélhetünk, és mégis látjuk, mi van mögöttünk a 
vásznon. Ha rá kell mutatnunk valamire, akkor is elég ceruzával tenni egy pár 
centiméteres mozdulatot a fólián, és a vásznon a ceruza árnyéka pont jó helyre 
fog mutatni. Ehelyett a vászon felé fordulva beszéljünk, sokkal kevesebbet fognak 
hallani belőle.
Ha nagy az előadóterem belmagassága, és így a vászon jó magasan van, akkor 
különösen látványos, amikor nem a fólián, hanem a vásznon mutogatunk. Régi 
egyetemi előadótermekben, ahol dobogó is van, de nem a terem teljes szélességében, 
ilyenkor a nyújtózkodás közben egy könnyed hátralépéssel borzasztó nagyot lehet 
esni.
A modern előadótermeknek viszont kicsi a belmagassága. így a vászon elég 
alacsonyan van, és előadás közben testünkkel úgyis mindent eltakarunk.
Gyakorlottabbak más trükkökkel is próbálkozhatnak. Sokan szeretnek monda­
nivalójuknak úgy adni súlyt, hogy a legfontosabb szót aláhúzzák vagy bekeretezik 
beszéd közben. Ilyenkor esetleg megtehetjük, hogy a fólia helyett a vetítővászon­
ra rajzolunk, persze vízben nem oldható festékkel töltött tollat használva. Az még 
sokkal gyakoribb, hogy miután több fólia egymásrahelyezésével jutottunk el ahhoz 
a látványhoz, amelyben ki akarunk emelni valamit, nem vesszük észre, hogy nem 
azt a fóliát firkáltuk össze, amin csak az a pár szó van, hanem a felette lévő, sok 
gonddal elkészítettet.
(És végül.. .)  Ha az előadás előtti este megszállott minket az ihlet, és a 
legfontosabb gondolatot már csak fóliára írtuk, akkor ezt a fóliát tegyük fel utoljára 
és az előadás után felejtsük a vetítőn. Soha többet nem fogjuk tudni rekonstruálni 
a bizonyítást.
A szerző ezúton mond köszönetét mindazon kollégáinak, akik elviselték azokat 
az előadásait, melyek során a fenti szabályokat kikísérletezte. Következhetne még 
egy hosszabb lista is, hogy kiknek az előadásait hallgatva határozta el a szerző 
jelen dolgozat összeállítását, de ez csak fóliára van írva, hogy gyorsan lekaphassa a 
vetítőről, mielőtt valaki megtalálja rajta magát vagy legkedvesebb ellenségét.
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JELENTÉS AZ 1991. ÉVI SCHWEITZER MIKLÓS 
MATEMATIKAI EMLÉKVERSENYRŐL
A Bolyai János Matematikai Társulat 1991. október 18. és 28. között rendezte 
meg az 1991. évi Schweitzer Miklós Matematikai Emlékversenyt. A versenyen kö­
zépiskolai ta.nulók, egyetemi vagy főiskolai hallgatók, valamint 1991-ben egyetemet 
vagy főiskolát végzettek vehettek részt.
A verseny megrendezésére a Bolyai János Matematikai Társulat a következő 
bizottságot jelölte ki: Tandori Károly (elnök), Hajnal Péter (titkár), Czédli Gá­
bor, Csákány Béla, Csirik János, Durszt Endre, Ésik Zoltán, Gécseg Ferenc, Gehér 
László, Hatvani László, Hegedűs Jenő, Imreh Balázs, Kérchy László, Kincses Já­
nos, Klukovits Lajos, Krisztin Tibor, Kuba Attila, Leindler László, Makay Árpád, 
Megyesi László, Móricz Ferenc, Nagy Péter, Németh József, Pintér Lajos, Pollák 
György, Stachó László, Szabó László, Szalay István, Szendrei Ágnes, Szendrei Já­
nos, Szőkefalvi-Nagy Béla, Terjéki József.
Az 1991. október 18-a és 28-a között rendezett versenyre a bizottság 12 felada­
tot tűzött ki. A feladatokat sorrendben Totik Vilmos, Szabó I. László, Czédli Gábor 
-  Csákány Béla, Szendrei Ágnes, Totik Vilmos, Krisztin Tibor, Leindler László, Mó­
ricz Ferenc, Hatvani László -  Totik Vilmos, Krisztin Tibor, Kérchy László és Csörgő 
Sándor bocsátotta a bizottság rendelkezésére.
A versenyre 17 versenyző 103 megoldást nyújtott be, amiből 74 bizonyult 
teljesnek.
A beérkezett megoldások értékelése után a versenybizottság a következő dön­
tést hozta:
I. díjban és 8.000 Ft pénzjutalomban részesül
Bíró András, az ELTE III. éves hallgatója.
II. díjat a bizottság nem ad ki.
III. díjban és 4.500-4.500 Ft pénzjutalomban részesül 
Fleiner Tamás, az ELTE III. éves hallgatója,
Kós Géza, az ELTE 1991-ben végzett hallgatója.
Dicséretben és 1.000 Ft pénzjutalomban részesül 
Domokos Mátyás, az ELTE V. éves hallgatója,
Hajdú Gábor, az ELTE IV. éves hallgatója,
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Harcos Gergely, az ELTE I. éves hallgatója,
Keleti Tamás, az ELTE IV. éves hallgatója,
Vtt Ha Van, az ELTE III. éves hallgatója.
Indoklás
Bíró András megoldotta az I., 2., 3., 4., 5., 6., 7., 9., 10. és 11. feladatot.
Fleiner Tamás megoldotta az 1., 4., 5., 6., 7., 10. és 11. feladatot. A 3. feladatra 
beadott megoldása hiányos.
Kós Géza megoldotta az 1., 2., 5., 6., 9., 10. és 11. feladatot. A 4. és 7. feladatra 
adott megoldásai hiányosak.
Domokos Mátyás megoldotta az 1., 2., 3., 6. és 7. feladatot.
Hajdú Gábor megoldotta az 1., 2., 5., 6., és 10. feladatot. A 3. és 7. feladatra 
adott megoldása hiányos.
Harcos Gergely megoldotta az 1., 2., 5., 6b, 7. és 10a feladatot.
Keleti Tamás megoldotta az 1., 3., 5., 6., 7. és 10. feladatot. A 6. feladatra 
adott megoldása kiemelkedő.
Vu Ha Van megoldotta a 2., 6-, 7. és 10. feladatot. A 9. feladatra adott 
megoldásában egy könnyen javítható hiba van. Az 5. feladatra adott megoldása 
hiányos, az 1. feladatot rosszul értelmezte és a kitűzöttnél gyengébb állítást igazolt. 
A 2. és 9. feladatra adott megoldása kiemelkedő.
Az 1990. évi Schw eitzer Miklós M atem atikai Emlékverseny feladatai
1. n testvér egy örökség elosztása érdekében egy pártatlan bíróhoz fordul (tehát 
a bíró, ha nem kap megvesztegetést, akkor igazságosan ítél, azaz mindegyik testvér 
az örökség n-ed részét kapja). Mindegyik testvér szeretné azonban a bíró döntését 
számára kedvezően befolyásolni egy általa adott pénzösszeggel. Az egyes testvérek 
örökségét ezen vesztegetési összegek folytonos és megfelelő értelemben szigorúan 
monoton függvénye írja le (tehát egy adott testvér része az általa adott pénz 
monoton növekvő, míg a többiek által adott összegek monoton csökkenő függvénye). 
Igazoljuk, hogy ha a legidősebb testvér nem ad túl sokat a bírónak, akkor a többiek 
adhatnak neki úgy, hogy a döntés igazságos legyen.
2. Legyen adva n pont az egységkör kerületén úgy, hogy az egységkör bármely 
pontja tőlük vett távolságainak szorzata nem nagyobb mint kettő. Bizonyítsuk be, 
hogy a pontok egy szabályos n-szöget alkotnak.
3. Ha a G véges csoport 3 exponensű Abel-csoportnak 2 exponensű Abel- 
csoporttal való bővítése, akkor G beágyazható a harmadfokú teljes permutációcso­
port egy véges direkt hatványába.
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4. Tetszőleges n > 2 egészre tekintsük a G = (Z„ U { oo },o) gruppoidot, ahol
x o v - f x + l  ha x = y e Z n, 
t oo különben.
Bizonyítandó, hogy a G által generált varietásban G az egyetlen szubdirekt irredu- 
cibilis algebra.
5. Konstruáljunk olyan végtelen H C C[0,1] halmazt, hogy H bármely végte­
len részhalmazának lineáris burka sűrű C[0, l]-ben.
6. Legyen a  > 0 irracionális.
(a) Mutassuk meg, hogy léteznek ai, a2, 03, a4 valós számok úgy, hogy az /  : 
& —» 3í, /(x ) = er (ai + a 2sinx + a3Cosx-t-a4Cosax) függvény pozitív minden 
elegendően nagy x-re és lim infr _  +00 f ( x ) — 0-
(b) Igaz-e a%fenti állítás, ha a2 = 0?
7. Ha an > an+i > 0 és létezik olyan p természetes szám, hogy
(a =) lim -^2- < p,
n anii
akkor minden c > 0-hoz létezik olyan N  természetes szám, hogy ha n > no, akkor
n  n N
< e ^ a t
Jt= l i = l
teljesül.
8. Bizonyítsuk be, hogy ha { a* } olyan valós számsorozat, amelyre
i.
i  =  l
00 /  2 * - lE E
n = l  \ t = 2»->
£ ^  = 00 & £ (  £  * ( a i - a t+1)2j  < 00,
akkor
f £  a* sin kx
k=l
dx — 00 .
9. Legyen h : [0,oo) —*■ [0,oo) mérhető, lokálisan integrálható függvény és 
vezessük be a
m := í  h(s)ds
J  0
( t>  0)
jelölést.
Bizonyítsuk be, hogy ha van olyan B konstans, amellyel H(t) < B t2 teljesül 
minden t esetén, akkor
r  «-*<*> r
J  0 J  0
e#(u) ducit — OO,
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10. Tekintsük az f ' ( x )  -  f ( x  + 1) egyenletet. Mutassuk meg, hogy
(a) minden /  : [0,oo) —► (0,oo) megoldás exponenciális nagyságrendű, azaz létez­
nek a > 0, b > 0 számok úgy, hogy |/(x)| < a ■ ebz, x > 0;
(b) van nem exponenciális nagyságrendű /  : [0,oo) —+ (—00,00) megoldás.
11. Megadható-e egy H Hilbert téren olyan T  korlátos lineáris operátor, 
amelyre n£°_j7^ ( H )  =  { 0 }, de n£°_1X’n(//)~ ^  { 0 }, ahol a “ a lezárást jelenti?
12. Legyenek X \ , X ?, . . .  független, azonos eloszlású véletlen változók, ame­
lyekre valamely 0 < a < 1 konstanssal
Karakterisztikus függvényeik által vagy más módon meghatározandó korlátlanul 
osztható, nem (egy pontban) elfajult G„ eloszlásfüggvények egy sorozata úgy, hogy 
ha n —* 00, akkor
A  feladatok m e g o ld á sa i  
Az 1. feladat m egoldása.
I. megoldás .
A feladat a  k ö v e tk e z ő k é p p e n  fo g a lm a z h a tó  m eg  fü g g vények  se g ítség év e l. A d o tta k  a  
[0 , o o )n -en  defin iá lt 3 1  ( x i , . . .  , x „ ) ,  3 2 ( x i , . . .  , x „ ) , . . . ,  S n ( x i ,  • •• , x „ )  fo ly to n o s  függvények 
(S j ( r l , . . . , x n ) a z t  je lö l i ,  h o g y  h a  a z  e lső  te s tv é r  x \  F t - o t ,  a  m á so d ik  X2 F t - o t  s tb .  a d  a  b író ­
n a k ,  ak k o r  a  j-e d ik  t e s tv é r  ö rö k sé g e  m en n y iv e l fog e lté rn i a z  egész  ö rökség  1 / n  ré sz é tő l)  am ely ek  
ö sszeg e  0 , és 3 , ( z i , . . .  , x „ ) a z  x } v á lto z ó n a k  sz igorú iu l növ ek v ő , m íg  m in d e n  m á s  x y , k  ^  j  vá l­
to z ó n a k  szigorúan c s ö k k e n ő  függvénye. T u d ju k  to v á b b á , h o g y  a  b író  e re d e tile g  p á r ta t la n ,  te h á t  
3 j  ( 0 , . . . ,  0) =  0 m in d e n  j - r e .  A z t k eü  ig a z o ln u n k , hog y  lé te z ik  o ly a n  o n >  O, h o g y  h a  0 <  x „  <  a n 
te tsz ő le g e s , akkor v a n  o ly a n  x j  =  Xj ( x „ ) , . . . ,  x „ _ i  =  x n —i ( x n ), a m e ly ek re  g j ( x i , . . . , x n ) =  0  
m in d e n  j - re. E nnél t ö b b e t  ig a z o lu n k  (p o n to sa b b a n  enn é l tö b b e t  keü  ig a zo ln u n k , hogy  az  a lá b b i 
b iz o n y ítá s  é rvényben  m a r a d jo n ) ,  n e v e z e te se n  a z t ,  hogy  o ly a n  x j  =  x i  ( i n ) ,  • .  • ,  x n _ i  =  x „ - i  ( x n )- 
e k  is  lé teznek , a m e ly e k re  a  f e n tie k e n  tú l  a z  is te ljesü l, h o g y  0 -h o z  ta r ta n a k  h a  x n —► 0 .
n  szerin ti in d u k c ió t  h a s z n á lu n k ,  n  =  1 e se tén  n in c s  m i t  b iz o n y íta n i. T e g y ü k  fel, h o g y  az  
á l l í tá s  igaz n  — 1 fü g g v é n y  e se té n . Á llít ju k , lé tez ik  o ly a n  b >  0 , hogy h a  0  <  X2 , . . . , x n <  6 
te tsz ő le g esek , ak k o r v a n  e g y  és csak is egy  y =  y(x2 , . . .  , x n ) úgy, hog y  gi  (y,  X2 , . . . ,  x „ )  =  0 , 
to v á b b á  y az X2 , . . . , x „  v á lto z ó k  s z ig o rú a n  növekvő  fo ly to n o s  függvénye. V a ló b a n , y u rű d tá s a  
a b b ó l  következik, h o g y  3 1  a z  első  v á lto z ó já b a n  sz ig o rú an  m o n o to n  n ő . H a  X2  =  1 3  =  • • • =  
i n  =  0 , akkor y =  0  m e g fe le l ,  m íg  m á s  é rté k e k re  y lé tezése  íg y  lá th a tó  b e : 3 1  ( 1 , 0 , . . . , 0 ) >  0 ,
e z é r t  a  fe lté te lezett fo ly to n o s s á g  a la p já n  v an  o ly an  6 >  0 , h o g y  h a  0  <  X2 , __ , x n <  i>, ak k o r
3 1  ( 1 .X 2 , . . .  , x n ) >  0 . M iv e l  m á s ré s z rő l  3 1  ( 0 ,X2 , . . .  , x „ )  <  0 , ism é t a  fo ly to n o ssá g  a la p já n  a  fen ti 
y - n a k  lé teznie kelL H a  x '  >  Xj ,  j  £  1 , a k k o r
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Sl(y(*2, . . . , x „ )  -  í , x2, . . . , x„) <  0 <  3 i (y(x2, . . . , i n )  +  c,x2, . . . , x „ ) ,
ezért van  o lyan  Ä >  0, hogy  h a  |xy — x ' |  <  6, j  =  2 , 3 , . . . , n -re , akkor
y i ( y ( * 2 , . . . , x „ )  -  t , x i , . . . , x ( , )  <  0  <  s i ( y ( x 2, . . . , x n ) +  e ,x 2, . . . , x j , ) .
Ez a  fen tiek  a lapján  igazolja , hogy  az
v (* 2 .........x „ )  -  t  <  y (x2, . . . , x ( , )  <  y (x 2 , . . . , x „ )  +  t ,
egyenlőtlenségnek fenn kell á lln ia.
E zen  előkészítések u tá n  tek in tsü k  m ost a
■v h>(x2, . . . , x „ )  =  3j(y(x2, . . . ,Xn) ,X2 ........x„) ,  j  — 2 , . . . , n
n — 1 d b . függvényt, y tu la jd o n ság ai a lap ján  ezek folytonosak és összegük 0, valam in t hj  ( 0 , . . . ,  0) =  
0 m in d en  j - re . Á llítjuk, hogy  m egfelelő érte lem ben szigorúan m onotonok. V alóban, h a  k ^  j ,  és 
X* nő , ak k o r y ( x j , . . .  , x n ) is nő , és ezért h} csökken. Ezek szerin t viszont h a  x 3 nő, akkor m inden 
á* , k #  j  csökken, és így h j-n e k  nőnie kell, mivel a  á j-ek  összege zéró. T eljesülnek te h á t a  
fe ladat feltételei az n  — 1 d b . h} függvényre, és így az indukciós feltevés szerin t van olyan a'n  >  0, 
hogy h a  0  <  x „  <  a j, te tszőleges, akkor léteznek olyan x j  =  x 2 (x n), • • • , x n —1 =  x n - l ( x n )i 
am elyekre /iy(x2, . . . , x n ) =  0  m inden  j  > 2-re, továbbá i t t  m inden egyes x y (x n) 0-hoz ta r t  
h a  x n —► 0. Van te h á t o ly an  m in (a |t ,6) >  o n >  0, ahol b a  fenti előkészítés során  h a sm á it 
ko n stan s, hogy h a  0 <  x „  <  o „ ,  akkor m inden  j  =  2 , . . . , n  — 1-re 0 <  xy(n) <  6. Ekkor azonban 
az x i =  x i ( x n ) :=  y (x 2 (x n ) , . . .  , x „ _ i ( x n ) ,x „ ) ,  x 2 =  x2( x „ ) , . . . , x „ _ i  =  x „ _ i ( x n ) értékekre 
g j ( x i , . . . , x n ) =  0 te ljesü l m in d en  j- r e  ( j  =  1-re az y választása  m ia tt) , és i t t  m inden X j(x„) 
0-hoz t a r t  h a  x n —► 0 (h aszn á lju k  ism ét y folytonosságát). Ezzel az á llítá st igazo ltuk  n  függvény 
esetére  is.
A  szerző  megoldás».
II. megoldás.
Legyenek a  y,-k  ( t  =  1 , 2 , . . . ,  n ) az  első m egoldásban defin iált függvények.
Legyen e, =  ( 0 , . . . ,  0 , 1 , 0 , . . . ,  0) az i-edik egységvektor R " -b e n  (az t-edik koord ináta  1, 
a  tö b b i 0 ). A fe ltéte lekből j >  1 esetén  31 ( e ,) <  0. 31 folytonosságából következően létezik 
olyan t i  >  0 szám, hogy m in d en  0 <  x i <  e, esetén 3 i ( x je i  +  e ,) <  0  teljesüljön. Legyen 
e =  m in{ t i  : 2 < « < « } •  B e lá tju k , hogy h a  0 <  x i <  e, akkor lé tem ek  nem negatlv  x 2, 1 3 , . . . ,  x n 
szám ok, hogy m inden 1 <  i  <  n  esetén 3 , ( x i , x 2 , . . . ,  x n ) =  0 legyen. Az á llításunkhoz elegendő 
b e lá tn i, hogy 3 i ( x i , x 2 , . . . ,  x n ) =  0 m inden  i >  2 esetén  (ekkor 3, =  0 alapján készen 
vagyunk).
Legyen 0 <  x i <  e tetszőleges szám , a  továbbiakban rö g z íte tt. Legyen
G (x 2, . . . , x n ) =  m ax 3 i ( x i ,x 2 , . . . , x „ )
2 < » < n
és
t f  =  { ( x 2........X n )€  :G(x i , x j ........ I „ ) < 0 } .
E kkor
a) H  C 10,1]— \  m ert h a  x , >  1 valam ilyen i >  2-re, akkor 0 >  3 i ( x ie i  +  e^) >  
S l ( * l , x 2 , . . . , x „ ) .  íg y  ^  3. =  0 a lap ján  G (x2, . . .  , x „ )  >  0.
és ez mutatja, hogy y(x2 , ■.. ,x„) az Xj-nek növekvő függvénye, y folytonossága Így Látható be:
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b )  H  z á r t ,  h iszen  egy  fo ly to n o s  függvény n ív ó h a h n a z a .
c )  H  n e m  ü res , h isz e n  (0 , 0 , . . .  ,0 )  €  H .
A fe n tie k b ő l g \ ( x j  ,X 2 , . . . ,  x n ) felveszi m in im u m á t  H - n , ( x ° , r ° , . . .  ,x® ) legyen  eg y  m in im u m ­
hely . B e lá tju k , hogy  p , ( x j , x ° , r ° , . . . ,  x °  ) =  0  m in d e n  t >  2 e s e té n . H  v á la s z tá sa  fo ly tá n  
g , ( x i , x S , . . . , x ® )  <  0  ( i  =  2 , . . . , n )  v ilág o s . Tegyük fel, h o g y  v a lam e ly  « >  2-re
3 , ( x i , X j , .  . . , x ° )  <  0 . E k k o r  x ° - t  k ic s it m eg n ö v e lv e  to v á b b ra  is / / - b a n  m a ra d u n k , d e  g\  é r ték e  
c sö k k e n  és ez e lle n tm o n d  ( X j , . . . ,  x® ) v á la s z tá sá n a k . Az e lle n tm o n d á s  az  á l lí tá s t ig azo lja .
H a jd ú  G á b o r  m egoldása .
M e g je g y z é s .  1. K ö n n y ű  p é ld á t  m u ta tn i  a r r a ,  ho g y  az á llí tá s  e lv esz ti é rv én y é t, h a  a  sz ig o rú  
m o n o to n i tá s  h e ly e tt  c sak  t á g a b b  é r te le m b e n  v e t t  m o n o to n itá s t té te le z ü n k  fel.
2 . I t t  eg y  egy szerű  p é ld a  a r r a ,  h o g y  h a  a >  0  te szc íeg es, ak k o r m á r  n e m  lehet ig azság o s  d ö n té s  
a b b a n  az  e s e tb e n , h a  a  le g id ő se b b  (p l. n -e d ik )  te s tv é r  leg a láb b  a  F t - o t  fize t a  b író n a k : legyen
É rk e z e tt  14 m eg o ld ás . H e ly es  B író  A n d rá s , D om okos M áty ás, F le in e r  T a m á s , G á c s  A n d rá s , 
H a jd ú  G á b o r ,  H arcos G e rg e ly , H a u se l T a m á s , K e le ti  T am ás, K o n d acs  A tt i la ,  K ós G é z a  és P ro k ^  
V ilm o s m eg o ld ása . H ián y o s 2  d o lg o z a t. 1 m eg o ld ó  fé lre é rte tte  a  f e la d a to t .
A 2. feladat megoldása.
A fe la d a tb a n  sz e re p lő  e g y sé g k ö r  legyen  a  k o m p le x  szám sík  o rig ó  k ö rü li egységköre . A  p o n to ­
k a t  re p re z e n tá ló  ko m p lex  s z á m o k  legyenek  z j , Z2 , . . . ,  z n - Az á b r a  e lfo rg a tá sá v a l e lé rh e t jü k , hogy
z j • z j  ■ . . .  ■ z„  =  ( - l ) n le g y e n .
T e k in ts ü k  a  k ö v e tk ező  p o lin o m o t:
P ( w )  =  ( w  -  zj ) (w  -  z 2 ) . . .  ( w  -  z „ )  =  w n  +  a j u i " - 1  + . . . - ( -  a n _ i t i i  +  1 =  ti;"  +  Q ( w )  +  1 .
E k k o r  |P ( z ) |  a  z kom plex  s z á m  á l ta l  re p re z e n tá l t  p o n tn a k  az a d o t t  p o n to k tó l  v e t t  tá v o lsá g a in a k  
s z o rz a ta . T e h á t  h a  z egy  1 a b s z o lú té r té k ű  k o m p le x  sz ám , akkor |P ( z ) |  <  2.
L eg y en ek  ti»j, w 2 , . . . ,  tu „  a z  n -e d ik  e g y s é g g y ö k é .  K ö zism ert, h o g y  ti/* +  ti/* +  . . .  +  « 4 = ° ,  
m in d e n  k  =  1 , 2 , . . . ,  n  — 1 - ra . E b b ő l k ö v e tk ez ik , hogy  Q ( u n )  +  . . .  +  Q (w n ) =  0. H a  Q (w ) n em  
a z o n o sa n  0  p o lin o m , a k k o r  v a la m e ly  j - r e  Q ( w } ) eg y  n e m  0, n em  n e g a tív  valós ré ssze l ren d e lk ező  
k o m p lex  sz ám . E kkor |P ( u / j ) |  =  | 2  +  Q ( ti/j) | >  2 . E z  e llen tm o n d  a  fe ltev ésn ek . T e h á t  Q  a zo n o san  
0 , a z a z  P ( z )  =  zn +  1 . íg y  v a ló b a n  a  P ( z )  p o lin o m  z \ , z 2 , . . . , z n  gyökei egy  sz a b á ly o s  n -szö g e t 
a lk o tn a k
A  s z e rz ő  m e g o ld á s a
É rk e z e tt  9 m egoldás. H e ly e s  B irkás G y ö rg y , B író  A n d rás, D om o k o s M á ty á s , G á c s  A n d rá s , 
H a jd ú  G á b o r , H arcos G e rg e ly , H au se l T a m á s , K ó s G é z a  és Vu H a  V an  m eg o ld ása . K iem elk ed ő  
Vu H a  V an  m e g o ld á sa
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A Schur- Zassenhaus té te l szerin t a  b őv ítés felhasadó, azaz  szem idiiekt szorzat. M ivel m inden 
2 exponenst! csoport k o m m u ta tív , Így a  véges A bel-csoportok a laptétele  szerin t -  izom orfiától
e ltekin tve -  G  = Z ™ X Z ” , ah o l (  egy Z "  —► A u t Z™ =  G L (m ,3 ) hom om orfízm us. ( I t t  G L (m ,3 ) 
a  Z j 1, m in t  a  3-elemű te s t  fe le tti v ek to rté r au tom orfizm uscsoportját jelöli.) M aschke té te lé t a  
(  c soportáb rázo lásra  a lkalm azva adódik, hogy van olyan b \ , b i , . . .  ,bm (vek to rté ri)  bázis Z J1- 
ben, m ely n ek  elemei £ (Z J )  m inden  elem ének sajátvektorai. Legyen a i . a j , . . . ,  a „  egy bázis Z J -  
ben; ek k o r b} a  í ( a ,  )-nek m ond juk  a  ct} €  { 1 .2 }  sa já t é r t  ékekhez tartozó  sa já tv ek to ra . Az 
S3 h a rm ad fo k ú  szim m etrikus csoport (1 ,2 ,3 )  és (1 ,2) elem ét jelölje a és r .  Tetszőleges 6 =  
j *ib ,  6  Z ^ - re  legyen
6 = (^>,...,orA- , l ........1) g S™+n,
és legyen
m-f •
'  ói = (t*-»-1,!-**»-1........Tc‘«-1,l......... ? ,l t...,l)€S3m+".
Ekkor B  {6 : b €  Z™ } egy Z J '-m el izom orf norm álosztó ja  S^"‘*’n-nek. Az a ; >-► a , leképezés 
k ite rje sz th e tő  egy Z "  —► S™+ n hom om orfizm ussá, s ekkor A :=  { ö  : a €  Z "  } egy Z J-n e l izom orf 
részcsoport lesz S j" '* '"-ben. Jelö lje  rj a z t az  A —> A ut B  hom om orfizm ust, am ely  x  €  A-hoz az
x-szel való  konjugálást rendeli. Ekkor az  S™+n B A  részcsoportjára  B A  — B x A .  Másfeléi 
a 6  Z J  és 6 €  Z™ esetén
(>í(<0 = í* 4)
(ezt e leg en d ő  tetszőleges b; és a ;  báziselem ekre ellenőrizni). így  a  szemidirekt szo rza t egyértelm ű 
m eghatáro zo ttság áb ó l G  — B A  adódik.
Birkát GyOgy megoldása alapján
M egjegyzés .  A Schur-Z assenhaus té te lre  tö rtén ő  h ivatkozás elkerülhető, h a  tek in tünk  egy 
2-Sylow részcsoporto t.
É rk e z e tt 11 m egoldás. Helyes B irkás György, Biró A ndrás, Domokos M átyás és K eleti T am ás 
m egoldása. Hiányos 2, h ib ás  5 dolgozat.
A 4. feladat megoldása.
A 00 é rték ű  (unér) k o n stan s m űvelet —  melyet szin tén  00 fog jelölni —  nyilván kifejezés- 
fttggvénye G -nelc  pl.
(0 ) 00 = (x o x) o x (és te ljesü l az  ( i o i ) o z :  (y o y) o y azonosság).
E gyszerűen  ellenőrizhető to vábbá , hogy G -n e k  az
(1) / ( x )  =  x o x  és x  V y =  / n —1(x  o y)
kifejezésfűggvényeire fen n álln ak  az  a lább iak :
(2 ) V félháló m űvele t, m elyre nézve 00 legnagyobb elem;
(3 ) /  autom orfizm us az  V-re vonatkozóan; és
(4 ) teljesülnek az  a lább i azonosságok:
/ n (x ) =  x , / * ( x ) V / ‘(x) =  00, h a f c ^ l  (0 < k , / < n ) .
A 3. fe lad at m egoldása.
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Az is igaz , hogy V és /  segítségével k ifejezhető  az  eredeti o m űvele t, hiszen G -b en  érvényes az
(5) x o  y =  / ( i V y )
azonosság  is.
Legyen C  =  (C7; ° ) tetszőleges a lg eb ra  a  G  á lta l g enerá lt varie tásban , s tek in tsük  a  
C ' =  ( C ;V , / ,o o )  a lg e b rá t, m elynek a lapm űvelete i a  C  a lgeb ra  (0 ) - ( l)  szerint defin iált kife­
jezésfüggvényei. Mivel a  felsorolt tu la jdonságok  mindegyike azonosságokkal le írható , ezek C -re 
illetve C '- r e  is teljesülnek. Az (5) azonosság (a  (0 )-( l)-b e li definíciókkal együ tt) b iz to sítja , hogy 
egy vr: C —* Z n U {00} leképezés akkor és csak  akkor </>: C  —* G  hom o morfizmus, h a  y?: C ' —► G ' 
hom om orfizm us. E zért G  illetve C  h e ly e tt a  kényelm esebben kezelhető  G \  C  a lgebrákkal dol­
g o z h a tu n k . Je lö ljük  < -v e l a  (C ; V) félháló term észe tes rendezését.
L egyen a a  C  h a lm az  tetszőleges, oo-től különböző eleme, s tek in tsü k  C  a lábbi részhalm azait:
C , =  {c 6  C: c < / ’ (a )}  (i €  Z „ ) , C «, =  C \  ( J  C „
*€Z,
M e g m u ta tju k , hogy {Co, - . . ,  C „ _ i , Coo} osztályozás C -n. N yilván e halm azok egyesítése C , s 
egyiktik  sem  üres, h iszen / ' ( a )  6  Ci (i 6  Z n ) és oo 6  Coo- H a c €  C , f lC , valam ely 0 < » <  j  <  Ti­
re, a zaz  c <  / ' ( a )  és c <  f 3 (a) ,  akkor (2 )-(3 ) felhasználásával
P - ' ( C )  V c <  f 3~ ' ( í ' [ a ) )  V f 3(a) = J 3(a) V f 3(a)  =  f 3(a)  <  oo,
ah o n n an  (4) m ia tt következik , hogy j  — i — 0 . T eh á t C o, . .  -, C n - i  páronként d isz junk t, Coo pedig 
nyilván m indegyiküktő l d isz ju n k t.
íg y  jó ldefin iá lt az a lá b b i leképezés:
<fia■ c  —► G ',  C<fia — i  h a  C £  C j.
N yilván ípa sz tlrjektív , fö lcserélhető  az /  m űvelettel és oov>Q =  oo. Tetszőleges c, d £  C -re és 
I €  Z n -re
(c V d)>fia =  1 O  c V d < } l (a)  O  c , d <  / ‘(a ) •» cv>0 =  1, d<£0 =  f.
E bből következik , hogy az V m űvelettel is fölcserélhető, te h á t  C ' —» G ' szűrjektív  
h om om orfizm us.
M ivel ai£0 =  0, tetsző leges b 6  C elem re a>fia = b(fia f> <  a. Ha teh á t o, 6 a  C ' a lgebra 
k ü lönböző  elemei — m o n d ju k  a ^  oo — , akkor b £  o esetén  ac^a 5É !><éa, i> <  a e se tén  pedig 
(ekkor b ^  oo) as£>(, ^  K övetkezésképpen t y ,  (o € C \  {oo}) hom om orfizm usok m egad ják  C ' 
egy e lő á llí tá sá t G ' sz u b d irek t hatványakén t. Ezzel b e lá ttu k , hogy C ' csak akkor leh e t szubdirek t 
irred u c ib ilis , h a  izom orf G '-v e l.
K ön n y en  ellenőrizhető, hogy G ' egyszerű  algebra, s így valóban  szubdirekt irreducib ilis. Ha 
u g yan is G '-n e k  a  a k o n g ru en ciá já ra  a <r b, a b — m ondjuk a /  oo — , akkor a — oV a <r aVÍ> =  oo, 
s így b á rm ely  0 <  k <  n -re  f k ( a )a  / * ( oo) =  oo.
Fleiner  T am ás és a  k i tű ző  megoldása  alapján
É rk e z e tt 5 m egoldás. Helyes Bíró A n d rás és F leiner T am ás m egoldása. H iányos 1, h ibás 2
do lgozat.
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L eg y en  { g k } j ^ j  s ű rű  C [ 0 ,l ] -b e n  (g k í  0 ) .  M e g m u ta tju k , h o g y  a  H  =  { h n  h a l m a i,
ah o l
A z 5. feladat m egoldása.
te lje s íti a  fe lté te le k e t.
E g y  C [ 0 ,1] fe le tti L  k o r lá to s  lin e á r is  fu n k c io n á lra  legyen
E k k o r h í  a n a l i t ik u s  az  e g y ség k ö rb e n , és L h „  =  h í  ( ^ ) -  L egyen  H '  =  { h n i  , h n 3 , h n 3 , . . . }  a  H  
h a lm a z  te tsz ő le g e s  v ég te len  ré sz h a lm a z a , és legyen  L  €  C7[0,1]* egy  te tsz ő le g es H ' - i  an m illá ló  
fu n k c io n á l. E kicor /i£ ( - ^ —) =  L h nn> =  0  m in d e n  m -re , ezért hj,  =  0  k övetkezik  /i/, a n a li t ik u s s á g a  
m ia t t .  Íg y  L g k =  0  (k  =  1 , 2 , . . . ) ,  a z a z  L  =  0 . E z v iszont é p p e n  a z t  je le n ti ,  h o g y  H '  sű rű  
C [0 , l] -b e n .
M e g je g y z é s .  A b iz o n y ítá s  te rm é sz e te se n  b á rm e ly  sz ep a ráb ilis  B a n ach  té r re  jó .
A  s z e r z ő  m ego ld á sa
É rk e z e tt  9  m eg o ld ás . H ely es B e n c z ú r  A n d rá s , B író  A n d rá s , F le in e r  T a m á s , H a jd ú  G á b o r , 
H arco s  G e rg e ly , H au se l T a m á s , K e le ti T a m á s  és K ós G éza  m eg o ld ása . R észe red m én y ek e t ta r ta lm a z  
1 d o lg o z a t.
A 6. feladat megoldása.
a )  L eg y en  f ( z )  =  ez  (2  — c o s (x  — 2 tra) — c o s a x ) ,  aho l o - t k é ső b b  d efin iá lju k . E k k o r  f ( x )  >  0  
és / ( x )  =  0 , h a  a  k  és n  eg észek re  arx =  2kir , x  — 2 íra =  2 n tr . In n e n  a ( n  +  o ) =  k  következik . 
H a  v a la m e ly  x '  ^  x  h e ly en  is f ( x ' )  =  0  le n n e , ak k o r  a ( n '  +  a )  =  k '  követk ezn e  v a la m e ly  n '  #  n , 
k '  íé Jfc eg é sz e k re . Az or(n +  a )  =  k ,  o r(n ' +  a)  =  k '  egyen lőségekből a  =  ■ e llen tm o n d ás .
T e h á t / ( x )  >  0  m in d e n  e lég  n a g y  x - re .
V á la s sz u k  a 6  [0, l ) - e t  úg y , h o g y  a  te rm é sz e te s  szám ok e g y  { n*  } ré sz s o ro z a tá ra
a <
e-nkn/a
n* (m o d  1)
te lje sü ljö n . I ly e n  a  lé tezése  a  k ö v e tk e z ő k é p p e n  igazo lható . L eg y en  A  az  1 k e rü le tű  k ö rv o n a l és 
po 6  K .  p o -b ó l in d u lv a  m é r jü k  ^ - t  K - r a  n -sz e r  (a d o tt i r á n y b a n ) , k ap ju k  p „ - e t .  L egyen  / „  a
p „  — £— , Pn +  *n ■“ j in te rv a llu m  K - n .  Legyen no =  1 és te g y ü k  fel, h o g y  { nj, }£ 1 0 
a d o t t .  D e f in iá lju k  n m+ i - e t  ú g y , h o g y  n m + i >  n m és / n m +,  C  / n m - Ily en  n m + i v an , m e r t
{ Pn }%Lk s ű r ű  K - n  és t  —» 0  (n  —► oo). / „ 0 D / n , 3  . . .  és | / n | —» 0  ( n  —► oo). L egyen
o =  n g . 0 I„ k . E k k o r
a h o l m j, o ly a n  egész sz á m , h o g y
nk | „ e—*'/«----- a — mk < ----------.a I nk
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w .  a co« u > 1 -  egyenlőtlenséget használva
/  ( ^ )  < e*n*w/a (k — oo).
T e h á t  U n i i n i i _ 4 .(x> / ( x )  =  0 .
b )  M e g m u ta tju k , h o g y  a z  e1 , e* cos x , e1 co s a z  függvények  lin e á r is  b u rk á b a n  p o n to sa n  ak k o r 






eg y e n lő tle n sé g  vég telen  s o k  m  £  N , n  £  N ,  rac io n á lis  s z á m ra  te ljesü l.
Legyen g ( x ) =  eI ( a j  +  0 3  c o s i  +  a« c o s a x )  egy  ilyen  függvény . A kkor sz ü k ség k ép p e n  a j  =  
|ct3 1 -f |a 4 | és a , /  0 , i  = 1 ,3 ,4 .  L egyen  { Xk  } o ly an  oo-be t a r t ó  so ro z a t, a m e ly re  g (x jt) —► 0 , 
k  —► 0 0 . Mivel a i  =  |a 3 | +  | a 4 |,
Xk=™k+&k , axk = rmk + &k,
a h o l  n j , , m t  te rm é sz e te s  s z á m o k , nj, —> 0 0 , m k —» 0 0  és áj, —> 0 , A j, —* 0 , k  —► 0 0 . L egyen 
0  €  ( 0 ,1 )  és !> =  m in{ |a 3 | ,  | a 4 1 }. H a  k  e le g e n d ő e n  nagy, ak k o r
0  >  9(x k)  = e ’r" k + < * ( a j  +  a 3 c o s ( s n fc +  áj,) +  o 4 c o » ( jm u  +  A t ) )  =
_ e «-nk +  í k ^0 l _  |a 3 1 co s _  |a 4| cos A k)  -
(«1 -  M  +  l o z l f  +  o(Sl) -  |o4| +  |o4| ^  +  o(A2)^  > 
> e '" * - ‘ I  ( |a3|áí + |«4|A j)  > e~ *  £  ( s \  +  A k) ,
m iv e l c o s u  =  1 — +  o ( u 2 ) ,  11 —► 0 . In n e n , e lég  n ag y  k- r a
líJkUAál < \ j ^ - ' - * nk'2’
é s  Így
M iv e l 0  £  (0 ,1 ) te ts z ő le g e s , k a p ju k , hog y  b á rm e ly  t  >  0  e s e té n  (* ) v ég te len  so k  ®  rac io n á lis  
s z á m r a  fennáll.
L egyen  e >  0  r ö g z í t e t t  és teg y ü k  fel, h o g y  (* )-n ak  v é g te le n  sok  m k £  N ,  n k £  N , 
k  =  1 , 2 , . . . ,  rac ionális m e g o ld á s a  van . K iv á la sz tv a  ré sz so ro z a to k a t, h a  szükséges, fe lte h e tő , hogy  
m in d e g y ik  n k u g y a n o ly a n  p a r i t á s ú ,  m in d eg y ik  m j, u g y an o ly an  p a r i tá s ú ,  és
m k I . _e — »>/*
n* I *»k
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(k = 1 , 2 , . . . ) .
Legyen <M =  2,
e leg en d ő en  n a g y  k -ra . T e h á t  l im in fx - . + 0 0  5 ( 1 ) <  (2r 2 . H a  te tsz ő le g e s  t  >  O-ra (* )-n a k  vég te len  
sok m e g o ld á sa  v an , a k k o r  a  fe n tie k  a la p já n  l im in f * _ . |.0o g ( x )  — 0 .
H a  a  a lg e b ra i sz á m , a k k o r  a  T h u e-S ieg e l-B o th  té te l s z e rin t b á rm e ly  6 >  0 - r a  c s a k  véges sok 
®  v an  úg y , h ö g y
ma ----
n n 2+ « '
T e h á t, h a  (* )-n a k  m in d e n  í  >  0  e s e té n  v an  vég te len  so k  ®  rac io n á lis  m eg o ld ása , ak k o r  a  
sz ü k sé g k é p p e n  tra n sz c e n d e n s . V an ily en  or. P é ld á u l, legyen N  >  e * / 2 egész, n j  =  N  é s  =
N n k , k  =  1 , 2 , . . . ,  to v á b b á  a  =  ;}-, E k k o r az  űr* =  =  7^  je lö lésse l a  — a  * <
^ 7 =  Terméseiért
"k 2 n*
(Ne-*/2)’“  n*
M ivel 2 n * /  ( N e  r / 2 ) " 1 —* 0 , k  —► 0 0 , b á rm e ly  í  >  0  e se tén
I m t  I e " * " * / 2
a ---------<  e ----------------I n* I
te lje sü l m in d e n  e le g e n d ő e n  n a g y  k  in d ex re .
T öb b  v e rse n y z ő  és a  k itű z ő  m e g o ld á sa  a lap ján
É rk e z e tt  1 1  d o lg o z a t. H elyes B e n czú r A n d rá s , B író  A n d rá s , B irk ás G yörgy, D om o k o s M á ty ás , 
F le in e r  T a m á s , H ^ jd ú  G á b o r ,  K ele ti T a m á s , K ós G éza , P á s z to r  G á b o r  és Vu H a  V a n  m e g o ld á s a  
H arco s G e rg e ly  c sak  a  fe la d a t  b )  ré sz é re  a d o t t  helyes m e g o ld á s t. K iem elkedő  K e le ti T a m á s 
m eg o ld ása .
A 7. feladat megoldása.
B iz o n y íta n d ó  a  fe la d a tb e li  fe lté te l m e l le t t ,  hog y  lé tez ik  no te rm észe te s  sz ám , h o g y  b á rm e ly  







L eg y en  */ valós s z á m  a  ( l im n ( a „ / a „ M), j í) in te rv a llu m b a n  á s  M  egy  te rm é sz e te s  sz á m  úgy, 
h o g y  O n /a n jj  <  v  m in d e n  n  >  M -re . E b b ő l k ö n n y e n  k ö v e tk ez ik , h o g y  a n / v l <  o n/1i m in d e n  / >  0  
é s  n  > \ 1  te rm észe te s  s z á m r a .  E lő szö r is b e lá t ju k ,  hogy  a  a*  so r  d iv a-g en s. V a ló b a n ,
M(i* Aím1 Mm' .
É ak - ^ É T r = M,i'T r^MaM(5) •
k=l k=l k=l
A /, a jif  rö g z íte tt  és 1 — o o , Így, m ivel 1/  <  n , az  eg y en lő tlen ség  jo b b  o ld a la  t a r t  v é g te len h ez , 
te h á t  a  a* so r t eg y  d iv e rg e n s  s o ro z a t ta l  a lu lró l b e c s ü ltö k . A so r d iv e rg e n c iá ja  b iz to s í t  egy
K  te rm é sz e te s  sz ám o t ú g y , h o g y  a* <  z ü k - A í+ l  a * ’ következik , h o g y  a* <
2 jv^ + 1  a k m in d en  n  >  A '- ra .
L eg y en  N  később  m e g h a tá ro z a n d ó , e - tó l  fü g g ő  te rm é sz e te s  s z á m  ß 1 a la k ú , a h o l l te rm é sz e te s  
s z á m , é s  legyen n  >  A '. E k k o r
a h o l [•] az  egészrész f ü g g v é n y t  je le n ti .  H a  1 —* 0 0 , az  eg y en le t jo b b  o ld a la  v é g te le n h e z  t a r t ,  Így 
b á rm e ly  t  >  O-hoz t a l á l h a t u n k  o ly an  1 te rm é sz e te s  sz á m o t, a m e ly re  ( p / i / ) l / 2  >  1 / e .  E z  az  e lő ző  
eg y en lő tlen ség g e l e g y ü tt  ig a z o l ja  az  á l l í tá s t  a z  N  =  jí1 v á la sz tá ssa l.
M akar G éza m egoldása
É rk e z e tt  16 d o lg o z a t. H e ly e s  B e n czú r A n d rá s , B író  A n d rá s , B irk ás  G yörgy, D o m o k o s M á ty á s , 
F le in e r  T am ás, G ács  A n d r á s ,  H arco s G erg e ly , H au se l T a m á s , K e le ti T am ás, K o n d a c s  A ttila , 
M a k ay  G é z a  P á sz to r  G á b o r ,  P ro k a j V ilm os é s  Vu H a  V an m e g o ld á s a  H iányos 2 d o lg o z a t.
A 8. feladat megoldása.
B á r  a
( 1 ) lim  aj, =  0It—* OO
fe lté te l n e m  sz erep e lt a  f e la d a t  k itű z é sé b e n , ez  következik  a  jó l ism e r t  C a n to r -L e b e sg u e  té te l 
a la p já n  a b b ó l, hogy a
00
( 2 ) ^  ^ a k s in  k x
k — 1
so r  m a jd n e m  m in d e n ü tt k o n v e rg á l . M eg jeg y ezzü k , ho g y  e zen  t é te l  a l lód m azásáh o z a z  is  e leg en d ő  
len n e , h a  a  (2) so r p o z i t ív  m é r té k ű  h a lm a z o n  k o n v erg á ln a . A késő b b i h iv a tk o z á so k  k e d v é é r t, 






oo /  2” - l  \
E ( E Í|A°*|J)
"=1 \fc=2»-> /
<  oo.
A a *  : =  a *  — a * + i  ( k  =  1 , 2 , . . . ) .
(4 )-b51  k ö v etkezik , h o g y  az  { a k } so ro z a t k o rlá to s v á lto zás i!, vagyis
(5) E ' Aa*i <  OO.
fc=l
U gyanis, a  Cauchy-féle egyenlőtlenség szerin t
(n =  1 .2 , . . . ) .
B evezetjük  a
ő n (x )  :=  — »(n + II :
2 sin *
(n  =  0 ,1 , . . . )
je lö lés t. Elitkor
D n (x ) =  D„(r)  - D 0(x)  (n  =  0 ,1 ..........£>0(x) =  0)
és (6 )-b ó l nyerjük, hogy
n  n  n
^   ^a k s inkr  =  ^ ^ £ )* (x )A a fc  -  Ä > ( x ) ^ ^ A a *  +  a „ | i f i n( i ) -  an+ iA > (x )  =
k * l  k s l  k= 1
n n
=  D k ( x ) A a k -  a i D o ( x )  + a n + i ß „ ( x )  =  +  o n+] D„(x),
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a h o l D „ ( x )  a  konjug& lt D irich le t-fé le  m agfüggvény:
co s  f  -  cos (n  +  1 )  x
D-(*> - S > ‘*=fc=l 2
a z z a l  a  m eg á lla p o d á ssa l, b o g y  oo :=  0 ás e z á rt A ao  =  —a j .  In n e n  következik , h o g y  a  (2 ) so r 
k o n v e rg á l:
(7) ^ O ) ,  sin fcx =  ^  A afc = : / ( x )
m in d e n  x - re ,  ese tleg  az  x  — 0  (m o d  2 ír) e s e te t kiváve.
A to v á b b ia k b a n  f e lh a s z n á lu n k  egy  S id o n -tip u sú  eg y en lő tlen ség e t: T etsző leges n  >  2 egész 
s z á m  é s  { i>* } sz ám so ro za t e s e t é n
( 8) i: Y  bk D k {x) d x  < C E k b l
a h o l C  p o z it ív  á llandó . E n n e k  b e lá tá s á h o z  a lk a lm a z zu k  e lőszö r a  C a u c h y -Schw arz e g y e n lő tle n sé ­
g e t ,  m a jd  h a sz n á lju k  ki a  { cos(fc  +  ^ ) x  } re n d sz e r  o r to g o n a litá s á t:
F e lh a s z n á lv a  az
0*(x) +  i  | < k +  1 (0 < x < *■; fc =  0 ,1 , . . . )
e g y e n lő tle n sé g e t, n y e ljü k , h o g y
2 ’ - l  - X  12 —1 2 ’ - l  - X  2 - 1
h > Y  ’ E A a * T ' ü  /  X ) ( f c + 1) |A °k|dx = : r „ - i „ .
2=1 "'7+7 I k— o 2=1 •/ 7+t *=0
M ivel





(9 ), (10) és (1 1 )  a la p já n  n y e r jü k , h o g y
F ig y e lem b e  véve a  ( 3 ) ,  ( 4 )  é s  (5 ) f e l té te le k e t ,  in n e n  m á r  a d ó d ik  a  fe lad a t á l l í tá s a .
A  s z e re d  m eg o ld á s a
É rk e z e tt 4 m e g o ld á s . H ián y o s  1 , h ib á s  3 m eg o ld ás .
A 9. feladat m egoldása.
I. m egoldás
A z in te g rá lá s  s o r r e n d jé n e k  fe lc se ré lésév e l k ap ju k :
E le g e n d ő  b iz o n y íta n i, h o g y  lé tez ik  o ly a n  c  >  0  á llan d ó , am elly e l
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jelölést és becsaljak meg felülről & Q t  halmaz ß(Qx)  Lebesgue-mértékét:
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Az első megjegyzés szerint ehhez elegendő a
a lk a lm a s  S i  -gyei.
Vu H a  Van Ö tle te  alapján H a tv a n i  L á sz ló
4 d o lg o z a t é rk e z e tt .  H e ly es B író  A n d rá s  é s  K ó s G é z a  m eg o ld ása . V u H a  V an  m e g o ld á sa  
k ö n n y é n  ja v í th a tó  h ib á t  ta r t a lm a z .  R é sze red m én y ek e t ta r ta lm a z  1 d o lg o z a t. V u H a  V an d o lg o za ­
t á n a k  g o n d o la ta  k iem e lk ed ő .
A  10. feladat megoldása.
A fe la d a tb e li e g y e n le tb ő l k im a r a d t  egy  c á l la n d ó . H elyesen: f ' ( x )  =  c / ( x + l ) ,  aho l 0 <  c <  
E k k o r  lé tez ik  A >  0  úgy, h o g y  A =  c e x és e Xz p o z it ív  m eg o ld ás . E zze l sz em b en  az  f ' ( x )  — } ( x  + 1 ) 
e g y e n le tn e k  n in cs p o z it ív  /  m e g o ld á s a . H a len n e , a k k o r  /  sz ig o rú an  m o n o to n  n ö v ő  le n n e  és a  
L ag ran g e -fé le  k ö z é p é r té k  t é te l  s z e r in t  / ( l )  >  / ( l )  — / ( 0 ) =  / '( £ )  =  J ( Í  + 1) >  / ( l ) ,  e lle n tm o n d á s . 
A z  } ' ( x )  =  c f ( x  -)- 1) e g y e n le tn e k  p o n to sa n  tikkor v a n  p o z itív  m e g o ld á s a  [0 ,o o )-en , h a  c  <  |  
( lá s d  a  k itű z ő  “E x p o n e n t ia l  b o u n d  fo r  p o sitiv e  so lu tio n s  o f  functioned  d iffe ren tia l e q u a tio n s "  c ím ű  
m e g je le n é s  a la t t  á lló  d o lg o z a tá t) .
a) Az e x p o n e n c iá lis  n a g y s á g re n d  b iz o n y ítá sa . H a  /  : [0, oo) —► (0 ,o o )  k ie lég íti az  f ' ( x )  =  
c f ( x  +  1 ) e g y e n le te t, a k k o r  le g y e n  ar(x ) =  , a m ib ő l / ( x )  =  / ( 0 )e x p  a r(s )d s)  és a - r a
fe n n á ll  o ( x )  =  c e x p  c r (s )d s ^  >  0 , a zaz  In  ( a ( x ) / c )  =  / / + * a r(s )d s , x  >  0 . V á lasszu k  k -1
ú g y , hogy  k >  o ( 0 ) és k  >  In  ( k / c ) .  D e fin iá lju k  az  { x n  }£ L 0  so ro z a to t a  k ö v e tk ező k ép p e n , xo =  0 , 
x i  =  m ax{ x  6  (0 , 1 ] : c r(x ) <  k } .  J *  a ( s ) d s  =  l n ( a ( 0 ) /c )  <  ln ( fc /c )  <  fc-ból ad ó d ik , h o g y  x j  
jó l  d e fin iá lt. H a  x o , . . . , x n e id o tt, a k k o r  d e fin iá lju k  x „ + i - e t  eiz x „ + i  =  m a x { x  6  ( x n , x n  +  1] : 
q ( x )  < k }  re lác ió v a l. + 1 a ( s ) d s  =  ln (c r(x n ) / c )  <  ln ( k /c )  <  fc-ból k ap ju k , ho g y  x „ + i  jó l  
d e f in iá l t .  M ivel cr(x ) > k  a z  ( x n + i , x „  +  1] in te rv a llu m o n , x „ + 2  >  x n  +  1 k ö v etkezik . In n e n  
[0, n] C [ x i _ i ,  X ( ] .  E z é r t ,  h a  x  €  [n — l , n ) ,  a k k o r
T e h á
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b )  V an  o ly a n  <p €  C ° ° [0 ,1 ]  n e m  azo n o san  n u lla  függvény, hog y  ^ n ) (0 )  =  <*>(n) ( l )  =  0 , 
n  =  0 ,1 , 2 ........P é ld á u l y ( x )  =  e x p  ( ) ,  Ha x  €  (0 ,1 )  és / ( 0 )  =  / ( l )  =  0 . E kkor / ( x  +  n )  =
n  =  0 , 1 , . . x  €  [0 ,1 ] , a z  / ' ( x )  =  c / ( x + l )  egy  m eg o ld ásá t d e fin iá lja . Legyen x  6  ( 0 .1 )  
o ly an ,h o g y  ifi(x)  ^  0 . A  T a y lo r  t é te l  sz e rin t v an  tj £  ( 0 , x )  úgy, h o g y
v(x) = y ^ ! M xi + ^ M x n =
v ; i! n!
é ^ in lxn
In n e n
l / ( i  +  »)l =  Í M B)W I -  W ^ l r ^ s .C (CX)
tim ely  g y o rsa b b a n  n ő , m in t b á rm e ly  a e b n , a m in t n  —* oo. T e h á t /  n e m  ex p o n en c iá lis  n a g y sá g re n ­
d ű .
A  s z e r z ő  és  B e n c z ú r  A n d r i s  m e g o ld á s a
É rk e z e tt  10 m eg o ld á s . H ely es B e n czú r A n d rás, B író  A n d rá s , F le in e r  T a m á s , G ács A n d rá s , 
H a jd ú  G á b o r , K e le ti  T a m á s , K ó s G éza , P á sz to r  G á b o r  és V u H a  V an m eg o ld ása . 5 do lgozat c s a k  
a  f e la d a t  a )  r é s z é t  o ld ja  m eg .
A 11. feladat megoldása.
M e g a d h a tó  ily en  X o p e rá to r .  L egyen  u g y an is  H  m e g sz á m lá lh a tó a n  v é g te le n  d im enziós H il­
b e r t  té r ,  és legyen  { en  o r to n o rm á lt  b áz is  H - b a n . A T  o p e rá to r t  e lő szö r a  b áz isv ek to ro k o n  
d e f in iá lju k . L eg y en
{0 , h a  n  =  1 ,e „ 4 i , h a  n  >  2  n em  n ég y z e tsz á m ,O je i  +  -jt-en 4 i ,  h a  n  =  j 2 a la k ú  n ég y z e tsz á m , a h o l j  >  2  egész.
A z  { Oj } J 1 2 s o ro z a tró l  a z t  te s s z ü k  fel, hog y  0  <  |orj| <  1 m in d e n  j - re  és o  =  lQrj | 2 <
M o st k ite r je s z t jü k  X  d e f in íc ió já t az  egész H  H ilb e r t té r re .  T etsző leg es x  €  H  v ek to r e s e té n  
leg y en  T x  :=  í n X e n , a h o l í „  =  (x , en ). Be kell lá tn u n k  előszö r, hog y  a  T x  v e k to r t d e fin iá ló
so r  ko n v erg en s, v ag y is , h o g y  a  ré sz le tö 6 szegekből á lló  so ro za t C a u c h y -so ro z a t. Legyenek k  < l 
p o z it ív  egészek . E k k o r
u g y a n is  a  í n T e n  k ife jezésb e  b e írv a  a  T e „  v ek to ro k  defin íció  sze rin ti é r té k é t , a  b áz isv ek to ­
ro k  ily  m ó d o n  n y e r t  l in eá ris  k o m b in á c ió já b a n  az  { e n j v ek to ro k  m in d eg y ik én ek  e g y ü t th a ­
tó ja  leg fe ljeb b  1 a b s z o lú té r té k ű , a z  e\  v e k to r  e g y ü t th a tó ja  ép p e n  a j í j 3 t a  több i bázis-
v e k to r t  p e d ig  e  l in e á r is  k o m b in á c ió  n e m  ta r ta lm a z z a . K ö v e tk ezésk ép p en , a  C a u ch y -e g y e n ló tlo isé g  
a lk a lm a z á sá v a l
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a d ó d ik . Mivel JZ iT li  l í« |J =  IWI* <  00 ' “ <rt “  IC ^ L i í" ^ "e" *°r konvergens. T  l in ea ritása  ezek 
u tá n  nyilvánvaló, s h a  az előzó egyen lő tlenségben  k  =  1-et Írunk és 1-e t ta r ta t ju k  a  végtelenbe, 
a k k o r  a  T  o p e rá to r  korlátossága is ad ó d ik : ||T || < 1  +  0 .
M eg m u ta tju k , hogy ej €  T l ( H ) ~  m inden  l term észetes szám ra teljesOl. V alóban, j  >  2 
e se té n  e^a =  T 2*- 2 e (y _ ,)3 + 1 , s Így
e , +  i e , a  + 1 =  ^ - T e } 3 =  T 2-*-1  ( X (, _ 1)3+1)
K övetkezésképpen 2j  — 1 >  i esetén
ei +  J V + 1 6 r ^ - 1( f f ) c r l (H ),
s Így a  j  indexet a  végtelenbe ta r t a tv a  nyerjük , hogy
ej =  l im  ( e j  +  T e >a . j  ) €  T ' í / f ) - . 
a—00 \  j  /
A z t kell még m e g m u ta tn i, hogy fl(“ j T l ( H )  =  { 0  }. T együk fel, hogy x  €  G j í  j T ^ H j .  A X o p e rá to r 
definíciójából v ilágos, hogy b á rm ely  / e se té n  az  { en vektorok m indegyike m erőleges a  T l (H )  
lineáris sokaság vek to ra ira . így ( i , e „ )  =  0 teljesül m inden n  >  2 egészre. M ásrészt v iszont, 
h a  T j  ^  0  va lam ely  y €  H  v e k to rra , akkor szükségképpen létezik o lyan  n  >  2 egész, m elyre  
(y , ín )  #  0. De ek k o r ( T y , e n+ \)  ^ 0 , 8  Így az előzőek m ia tt x  =  TO =  0 .
Bíró A n d r i s  megoldása
6 dolgozat é rk eze tt. Helyes B író  A n drás, F le in e r T am ás és Kós G éza  m egoldása.
A  12. feladat m egoldása.
í. megoldás.
Legyen S „  =  X \  +  . . . +  X n , n  =  1 ,2 , ----
Az alapeloszlás k a rak terisz tik u s függvénye
V(t) =  f j ( e * '* * )  =  f \ * ' 2 “ i  , t € R .
k=\
V ezessük be a
‘>n = 2n<>*"l tn = 1,2,...,
so ro za to t, aho l fu ] — min{ n f  N : u < n } a i « > 0  szám  "felső egész része” . Nyilvánvaló, hogy 
^  <  Tn <  1 m in d e n  n-re. A kérdéses véle tlen  változó karak terisz tikus függvényére a
függetlenség m ia t t  tetszőleges í 6  R  p o n tb a n  a z t kap juk , hogy
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A dott ^ <  -y < 1 szám ra tekintsük a
v é le tlen  v á lto z ó  k a ra k te r is z t ik u s  függvénye, a h o l  Vr (7 ) fü g g e tlen , E  (Y r (n/)) =  jV v á rh a tó  é r té k ű
P o isson  e lo sz lá sú  v é le tle n  válto zó k , r  =  0 , ± 1 , ± 2 , ___ (E g y szerű ség  k ed v éért Z y  é r te lm e z h e tő
m in t  a
±  4 ™
r=  —n
rész le tö ssze g ek  e lo sz lá sb e li h a tá ré r té k e . P . L év y  fo ly to n o sság i té te lé n e k  a lk a lm azásáv a l k ö n n y e n  
lá th a tó ,  h o g y  ez  le h e tsé g e s .)  N y ilvánvaló , h o g y  Z y  k o r lá tla n u l o sz th a tó  véle tlen  v á lto zó .
A k é s ő b b ie k  k e d v é é r t a z t  is  m eg jeg y ezzü k , hogy, am in t ez k ö n n y en  lá th a tó , ( y ( t )  b á rm e ly  
rö g z íte t t  t g  R  e s e té n  m in t  7  függvénye fo ly to n o s  az  [£ , 1] in te rv a llu m o n . (V aló jáb an  £ - ,( t)  m in t 
k é tv á lto zó s  fü g g v én y  fo ly to n o s  az  [1 ,1 ]  X R  ta r to m á n y o n .)
B e lá tju k , h o g y  a
íy(‘) =  í  e'txdH*,(x), f  €  R ,
J  — OO
re lác ió v a l e g y é r te lm ű e n  m e g a d o tt  H-, e losz lásfüggvény , vagy is Z-, e loszlásfüggvénye, te tsz ő le g e s  
7  6  [ | ,  1] e s e té n  a z  egész  egyenesen  fo ly to n o s . E g y sz e rű  sz ám o lássa l k ap ju k , hogy
(•)
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a h o l  te tsz ő le g es s >  0  e s e té n  fC(t)  je lö li  a  leg k iseb b  o ly a n  k  > \  egész sz á m o t, a m e ly re  log (■£■) <
k  — 1. M in th o g y  ek k o r  K .(s)  <  2 +  log  é s  s 2 _k  <  e z é r t  «2 - « <  v a la h á n y sz o r  k > £ ( * ) ,  
Íg y  az 4 7T
1 — c o s  x  >  —— x 2 ( 0  <  x  <  —)-  Jf2 ' -  -  2'
e g y e n lő tle n sé g  a lk a lm a z á s á v a l  a z t  k a p ju k , h o g y
£ £  •<-«** *■> E (í)‘-
(.«) fc=/C(.) *=£(») *=«(»)
=  ± i 2 2 , - C < * ) >  - S .
E z é r t ,
/ oo roo
|í - ,( t ) |d t  <  2yo  /  e ~ ~ ? * d s <  oo.
*oo • /  0
E b b ő l  a  k a ra k te r is z t ik u s  fü g g v é n y e k re  v o n a tk o zó  in v e rz ió s  fo rm u láb ó l ( lá sd  p l. R é n y i A lfréd : 
V a ló sz ín ű sé g sz á m itá s , I I . k ia d á s ,  T a n k ö n y v k ia d ó , B u d a p e s t ,  1968, 266x>ld.) k ö n n y en  k ö v etkezik , 
h o g y  //-y fo ly tonos.
T e k in tsü k  a  Z l n  v é le t le n  v á lto z ó k a t, r e n d re  a  t/>n ( í )  :=  * €  H., k a ra k te r is z tik u s  és
G n ( x )  =  H l n ( x ) ,  x  €  R .  e lo sz lá sfü g g v én y ek k e l, n  =  1 , 2 , -----M ivel n  —► oo e se té n , b á rm e ly  t  €  B.
p o n tb a n ,
* ^ ( « > -  £  ^  — ►o.
r = - r i o g n l + l  '  '
k ö n n y e n  lá th a tó , hog y  te ts z ő le g e s  t €  R  e se tén
(...) V n ( i )  -  ----- * 0
a m in t  n  —> oo. L egyen  v é g ü l
A ( F n , G n )  =  su p  |F „ ( x )  -  G „ ( x ) | ,
— 0 0 < X < 0 0
a h o l
F „ ( x )  =  P  j ^ . < x j ,  x e R ,
é s  te k in ts ü k  a  te rm é sz e te s  sz á m o k  eg y  v ég te len b e  ta r tó  { n* } ré sz so ro z a tá t. M ive l ^  <  7n< <  1. a  
B o lz a n o -W eierstass té te l  s z e r in t  t a lá lh a tó  o ly an  to v áb b i { n "  } C { n '  } ré sz so ro z a t, h o g y  valam ely
7  €  [ j , 1] sz á m ra  -yn ii —* ~r m id ő n  n "  —> oo. E kkor
A ( F „ " , G „ „ )  <  A ( F n » , t f - , )  +  A ( G n „ , R , ) ,
és a  fen teb b i m eg jeg y zés  m i a t t  íl>n n ( t )  =  £ - ,_ „ (!)  —* £ -,(t)  b á rm e ly  í €  R  e se té n , a m in t  n "  t a r t  
a  v é g te le n b e . Lévy fo ly to n o s sá g i té te le  sz e rin t így G n « ( x )  =  (x ) —► H - , (x )  a  h a tá rfü g g v é n y
m in d e n  fo ly tonosság i p o n t já b a n .  T e k in tv e , ho g y  H 1 m in d e n ü t t  fo ly tonos, P ó ly a  eg y  jó l  ism e rt 
té te lé b ő l  következik , h o g y  a  k o n v e rg e n c ia  eg yen le tes . T e h á t
A (G n «/, H -,) —► 0 , h a  n "  —* oo.
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Figyelembe véve » ( * * * )  relációi, ugyanígy adódik, hogy
A ( F „ n , H-j)  —► 0 , h a  n "  —* oo.
M in th o g y  a z  { n '  } ré sz so ro z a t te tsző leg es v o lt, eb b ó l k ap ju k , hogy
A (F n ,G „ )  —► 0, h a  n  —» oo.
C sörgő  S á n d o r  m e g o ld á sa
ÍI. m e g o ld á s
D e fin iá lju k  a  Z -r . v é le tle n  változó  so ro z a to t  ugyanúgy , m in t  C sö rg ő  S á n d o r  m e g o ld á sá b a n :
n OO
L n  =  ( ló g n i Z -»  =  " _ 1 /a  2 2
r =  — oo
a h o l K r(y n )  fü g g e tle n , =  n 2 - i , - r  v á rh a tó  é r té k ű  P o isson  e lo sz lású  v á e t le n  v á lto zó k  so ro z a ta . 
M eg jeg y ezzü k , h o g y  a  h á ro m so r- té te l m ia t t  a  Z y n -t  defin iáló  összeg konvergens. F e lh a sz n á lju k  
m ég  a  C s ö rg ő  S á n d o r  m e g o ld á s á b a n  a d o t t  (* ) és (»*) b ecs lések e t, m ely ek  a z t  b iz to s í t já k , hog y  a  
Z y ,  v é le tle n  v á lto zó  G „ ( x )  e loszlásfüggvénye £ „ ( í )  k a ra k te r is z tik u s  függvényének  a b s z o lú t  é r té k e  
in te g rá lh a tó  és ez az  in te g rá l  egy  n - tő l  fü g g e tle n  k o r lá t a la t t  m a ra d .
A G „  (x )  e lo sz lásfü g g v én y ek  n y ilv án v a ló an  k o r lá tla n u l o sz th a tó k , m e g m u ta tju k ,h o g y  telje-n
s itik  a  f e la d a t  fe l té te le i t .  E z a z  a láb b i k é t á l l í tá sb ó l k övetkezik . L egyen  S n 
F „ ( x )  e n n e k  e losz lásfü g g v én y e .
n  1 /a  ^ 2  X k és 
*=l
a) L étez ik  olyan en —» 0 pozitív  szám sorozat, hogy m inden x  €  (—oo, oo)-re
G „ ( x  -  c n ) -  í n  <  F n (x )  <  G „ (x  -f e „ )  +  e „ .
b )  M in d e n  n - re  G n (x )-n e k  lé tez ik  a  p n (x )  sű rűség fü g g v én y e , és v an  o lyan  n - tő l  fü g g e tlen  
M ,  h o g y  m in d e n  x  6  ( —oo, o o )-re  g „ (* )  <  M .
E lő sz ö r  m e g m u ta t ju k ,  h o g y  a  fe la d a t á l l í tá s a  a )  és b ) követk ezm én y e . V alóban ,
(1 ) F „ ( x )  -  G n (x )  =  F n ( x )  -  G „ (x  +  c n ) +  G „ ( x  +  c n ) -  G „ ( x )  < t „  +  M e n ,
(2 ) G n ( x )  -  F „ ( x )  =  G „ ( x  -  e „ )  -  F „ ( x )  +  G n (x ) -  G n (x  -  c„) < c„ +  M c „ .
M ivel e n —► 0 , az  ( 1 ) és (2 ) egyen lőségekbő l következik  s u p J  |G n (x ) — F n (x ) | —* 0 , am i a  
b iz o n y íta n d ó  vo lt.
A b )  á l l í tá s  k ö v e tk e z ik  C sö rg ő  S á n d o r  m á r  id é z e tt  (*) és (* * ) becslése ibő l.
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A z a )  á llítá s  b iz o n y í tá s a  a  k ö v e tk ező  é sz re v é te le k b ő l a d ó d ik . Legyen d„ egy  e leg en d ő en  la s sa n  
o o -h e z  t a r t ó  s z á m so ro z a t:  leg y en
( I A aj. A  h a lm a z  in d ik á to rfü g g v é n y e .)
M ive l P ( S Í 2) #  0 ) - *  0 , P ( Z Í 2) ?  0 )  —  0 , E SÍ,1* — 0  és E Z Í "  — 0, e g y sze rű  sz ám o lássa l 
a d ó d ik ,  ho g y
(3 )
( a  => s z to c h a sz tik u s  k o n v e rg e n c iá t je le n t) .
M á sré sz t SÍ,3 * a  k ö v e tk e z ő  a la k b a n  í r h a tó  fel:
t.n+dn
SÍ,3) =  ^  2l / a ^ t n - " a ,
i= Ln - d n
a h o l  I/| =  Ö{j, 1 <  j  <  n ,  r ;  =  21/ 0 }, / =  1 , 2 , . . .  ( M  je lö li az  A  h a lm az  s z á m o ss á g á t) . Je lö lje  
F Í,3 *(x)  az  SÍ,3*, G>,3 *(x)  a  z S "  e lo sz lá sfü g g v én y é t. E k k o r á llí t ju k , hogy
(4 )  V a r ( 4 3 ) ( r ) ,  G<n3 ) (x ) )  0 .
( V a r ({ p ,} ,  {7 ,} )  a  { p ,}  é s  { 7 ,} d isz k ré t e lo sz lá so k  ^  I Pi — 7i I variációs tá v o lsá g á t je lö li.)
A (3 ) és (4) re lá c ió k b ó l következik  a z  a )  á l lí tá s . H á tr a  vem m ég a  (4) k o n v e rg en c ia  b iz o n y ítá sa .
Je lö lje  d is tr { y j( '|f n ) , | j |  <  á „ }  ill. d i s t r ^ i + x , , , |/ | <  dn } az  {V ,(-»»)} ill- { w + Z ..}  v é le tlen  
v á lto z ó k  ( | j |  <  d„,  |/ | <  d n ) e g y ü tte s  e lo s z lá sá t . A (4) k o n v erg en c ia  a
(5 )  V a r(d is tr{ K , (-*„), | j |  <  d „ } , d is tr{ i / |+ L .  , |J| <  d„ })  —  0
k o n v e rg e n c iá b ó l a d ó d ik . E z  u tó b b i az  a lá b b i b ecs lé sso ro z a t következm énye.
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M ive l dn  e le g e n d ő e n  la s sa n  t a r t  a  v é g te len h ez , az  (5 ) re lá c ió b a n  szerep lő  v é le tle n  v á lto zó k  
{pi, |/ | <  d „ } é r té k k é sz le té t  lo g 2n -n e l k o r lá to z v a , az  e lk ö v e te tt  h ib a  n em  b e fo ly á so lja  a  b ecs lésso ­
ro z a t  é rv én y esség é t.
M a jo r  P é t e r  m e g o ld á s a
A  f e l a d ó r a  m e g o ld á s  n e m  é rk e z e tt  b e .
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TÁRSULATI HÍREK
a. C sillag  P á l T alá lk ozó  (Balatonlelle, 1992. június 12-16.; résztvevők száma 
kb. 45 fő)
A rendezvényt a szokásos helyen tartottuk, a BME balatonlellei táborában. A fiatal 
matematikusokon kívül 10-15 fő családtag is volt a találkozón. A résztvevők között 
volt egy TEMPUS keretében posztgraduális képzésben résztvevő olasz diák, ezért 
az előadások felét angolul tartották.
A találkozó első napján Katona Gyula, a BJMT főtitkára tartott rövid meg­
nyitót.
A rendezvényen három meghívott előadó volt, egyórás előadásaikat az alábbi 
címekkel tartották:
Totik Vilmos: Csebisev konstans és transzfinit átmérő 
Hajnal Péter: Döntési fák 
Kiss György: Segre tétele.
A fentieken kívül további 6, egyenként 30-45 perces előadás volt, különböző 
témakörökből.
A szakmai program mellett jutott idő fürdésre, focizásra, bridzselésre, szalon­
nasütésre is.
Az idei Csillag Pál Találkozó szervezését (a BJMT apparátusa segítségével) 
Buczolich Zoltán, Illés Tibor és Kiss György végezték.
(A beszámolót Kiss György készítette.)
b. R átz  László vándorgyűlés (Zalaegerszeg, 1992. július 6-10.; kb. 620 fő)
A rendezvényt a Pénzügyi és Számviteli Főiskola Zalaegerszegi Intézetében rendez­
tük.
A július 7-iki megnyitó ülésen a Beke Manó Emlékdíjakat a Társulat Elnöksége 
nevében Pálmay Lóránt adta át.
A plenáris ülésen hangzott el Recski András: A gráfelmélet minimax tételei és 
alkalmazásaik, és András Vera: Kommunikáció pszichológus szemmel című előadá­
sa. Plenáris előadásba illett volna Bonifert Domokos: „Vadócba rózsát” c. előadása 
is, erre az előadásra megduplázódott ugyanis a felső tagozatos szekció hallgatósága.
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Július 8-9-1 Óikén szekcióüléseken folytatta a vándorgyűlés a munkát.
Az alsó tagozatos szekcióban a 6-10 évesek számolási technikáinak lehetséges 
kialakítási módozatairól hangzott el előadás. Mátyásné Kokovay Jolán „Szorobán 
elmélet” c. előadása és az ehhez a témához kapcsolódó szemináriumok nagy ér­
deklődést váltottak ki, de kiemelkedő színvonalúnak tartották a résztvevők Zsinkó 
Erzsébet, Vassné Varga Edit és C. Neményi Eszter előadásait is.
A felső tagozatos és középiskolai szekcióban fontos témát igyekezett körüljárni 
a „Matematika versenyek szerepe és lehetőségei” című ankét. A versenybizottsá­
gok által delegált témavezetők tartottak vitaindító előadásokat, ill. számoltak be 
a versenyek helyzetéről „csúcsbizottsági” szinten. A felső tagozaton megvitatták a 
Varga Tamás verseny tapasztalatait, a KMBK versenyek új lehetőségeit, az Ész­
kerék c. folyóirat tehetséggondozó szerepét. A középiskolai szekcióban az OKTV 
versenyek problémái és az Arany Dániel versenyek új koncepciója kerültek meg­
vitatásra. E viták legfontosabb „hozadéka” , hogy a versenyre előkészítő tanárok 
megismerkedhettek a versenybizottságok munkájával és problémáival, a versenybi­
zottságok döntéshelyzetben lévő vezetői és tagjai pedig meghallgathatták a tanári 
véleményeket a verseny szerepéről, feladatairól. A vitákat a tárgyszerűség, szakmai 
hozzáértés és nagyfokú felelősségérzet vezérelte.
Az ankétokat feladatmegoldó szemináriumok egészítették ki. Pogáts Ferenc 
a Varga Tamás versenyek, Sztrókay Vera és Urbán János a KMBK versenyek, 
Surányi János és Surányi László a Kürschák versenyek, Lehel Jenő az Arany Dániel 
— haladó verseny feladataiból válogattak. Ezek a szemináriumok igen népszerűek 
voltak, mert magas színvonalon, teljes mélységében mutatták be a versenyfeladatok 
matematikai holdudvarát is.
Surányi János, a versenyekről szóló gondolatait (betegsége miatt) írásban ju t­
ta tta  el a szervezőbizottságnak. Az ankét résztvevői kérték, hogy ezt a fontos gon­
dolatokat tartalmazó írást a Társulat jelentesse meg.
A vándorgyűlés plenáris ankéton foglalkozott az iskolarendszer szerkezetáta­
lakításának lehetséges módozataival, a tankönyvkérdésekkel, a tanulói, tanári se­
gédanyagok problémáival. Ez az ankét a problémák felszínre hozásában segített, 
elindíthatta a legjobb megoldások megtalálásának igényét. A szervezőbizottságnak 
e témákhoz is illesztett elképzelése — a tankönyvet kiadó cégek árusítással történő 
megjelenése — az eddigi módszerek finomítására és új utak keresésére ösztönzi a 
következő vándorgyűlések szervezőit.
A résztvevők hasznosnak tartották a tudományegyetemeken bevezetett egy­
szakos matematikatanári képesítésről szóló, a Felsőoktatási ankét keretében meg­
tartott ankétot.
A Felsőoktatási ankét és a középiskolai szekció összevont előadásán Klepp 
Ferenc (Temesvári Egyetem) számolt be felvételi tapasztalataikról. Részvételét 
alapítványi támogatás tette lehetővé.
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Nagy érdeklődés kísérte Vancsó Ödön elképzeléseit, amelyet előadása során 
részletesen fejtett ki. Sokan támogatták a matematikaoktatási adatbank létrehozá­
sára tett lépéseit.
Az Informatikai bizottság legsikeresebb előadása Simonovits Miklós „Matema­
tika -  számítástechnika” c. előadása volt. (Sajnálatos, hogy Horváth László -  Zsakó 
László előadása elmaradt.)
A Péter Rózsa emlékére készült videófilmet sokan megnézték. Tanítványai, 
munkatársai emlékeztek a professzor asszonyra halálának 15. évfordulója alkalmár 
ból. (Az anyagot Ács Katalin és az Amerikai Alapítványi Iskola készítette.) A teljes 
plenáris ülésről és 9 előadásról, ill. szemináriumról videófelvétel készült. Megfele­
lő technikai előkészítés után ezeket az anyagokat a megyei, ill. fővárosi pedagógiai 
intézeteknek másolásra felajánljuk.
A vándorgyűlés résztvevői önkéntes felajánlásokkal („+n Ft”) segítették a 
környező országokból érkezett magyar nemzetiségű matematikatanárok (idén 41-en 
voltak) részvételét.
A vándorgyűlés szakmai programját zalaegerszegi városnézések, nagysikerű kó­
rushangverseny és négy útvonalon Zala megyébe szervezett kirándulások egészítet­
ték ki.
A vándorgyűlés befejezésekor, a szokásoknak megfelelően ülést tartott az Ok­
tatási Bizottság. Az ülés legfontosabb határozatairól az Elnökség ülésén esik majd
szó.
(A beszámolót Békefi Zsuzsa készítette.)
c. X X X m . N em zetk ö z i M atem atikai D iákolim pia (Moszkva, 1992. július
10- 21.)
Az ezévi Matematikai diákolimpiát Oroszország rendezte meg Moszkvában. A ver­
senyen 64 ország 351 diákja vett részt, országonként 6-6 tanulóval, az ettől eltérő 
csapatlétszámokat zárójelben közöljük. A csillaggal jelzett országok nem hivatalo­
san vettek részt; versenyzőiket nem díjazták és részvételük általában önköltséges
volt.
A résztvevők: Argentína, Ausztrália, Ausztria, Azerbajdzsán*(l), Belgium, Brazíli- 
a, Bulgária, Ciprus, Csehszlovákia, Dánia (5), Dél-Afrika, Dél-Korea, Észak-Korea, 
Észtország*(4), Fehéroroszország*(3), Finnország, Franciaország, Független Álla­
mok Közössége, Fülöp-szigetek(4), Görögország, Hollandia, Hongkong, India, Indo­
nézia, Irán, Írország, Izland(3), Izrael, Japán, Jugoszlávia, Kanada, Kazahsztán*, 
Kína, Kolumbia, Kuba(3), Lengyelország, Lettország*(2), Litvánia(3), Magyaror­
szág, Makaó, Marokkó, Mexikó, Mongólia, Nagy-Britannia, Németország, Norvégia, 
Olaszország, Oroszország, Örményország*(4), Portugália, Románia, Spanyolország, 
Svájc(3), Svédország, Szingapúr, Tajvan, Törökország, Thaiföld, Trinidad és Toba- 
gó, Tunézia(4), Új-Zéland, Ukrajna*, USA, Vietnam.
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A csapatokat Moszkvában jó körülmények között helyezték el, és ellátásuk is 







Ujvári-Menyhárt Zoltán 4.o., valamennyien a Fazekas M. Gyakorló Gimnázium 
tanulói.
A magyar csapat vezetője Pelikán József, helyettese Reiman István volt.
A verseny feladatait igen jól készítették elő. összességükben kissé nehezeknek 
bizonyultak, hiszen a diákoknak csak 7,4 százaléka teljesített 75 százalékon felül, 
és 50% feletti teljesítményt is csak 27,1 százalékuk ért el. A résztvevők 33,9%-ának 
a teljesítménye 20 százalék alatt maradt, ez azt is mutatja, hogy a mezőny első 
harmadát jelentő élmezőny és az utolsó harmad között igen nagy a különbség.
A verseny zsűrije a kétnapos (3-3 feladatos) versenyen elérhető 6 x 7 = 42 
pontból a legalább 32 pontot elérteknek ítélt I. díjat (26 versenyző), a 31-24 pont 
közötti eredmény II. díjat (56 versenyző), a 14-23 pont közötti pedig III. díjat 
jelentett.
A magyar diákok közül Pór A ttilái, díjat (32 pont) kapott, II. díjasok: Ujvári- 
Menyhárt Zoltán (30 pont), Szendrői Balázs (25 pont) Lakos Gyula (24 pont), 
III. díjas : Faragó Gergely.
A legtöbb pontot elért tíz ország:
1. Kína 240, 2. USA 181, 3. Románia 177, 4. FÁK 176, 5. Nagy-Britannia 
168, 6. Oroszország 158, 7. Németország 155, 8-9. Magyarország és Japán 142, 10. 
Franciaország 139.
A magyar diákok ebben az igen erős mezőnyben is megőrizték azt a helyet, amit 
az utóbbi években elértek; különösen értékelhetjük ezt, ha figyelembe vesszük, hogy 
számos nagy lehetőséggel rendelkező országot sikerült megelőznünk, és Oroszország 
ebben az évben két csapatot is indíthatott.
Amiben a magyar diákok nagyon lemaradtak az élcsoporttól, az az írásbeli köz­
lési készségüknek az igen gyenge színvonala; a jövőben a válogatás szempontjainak 
erre is ki kell terjedniük.
Az egyes résztvevő országok státusza sok vitára adott okot, de elfogadott nem­
zetközi egyezmények hiányában a rendező országnak jelenleg lehetősége van arra, 
hogy a meghívottakat kiválassza és meghatározza azok státuszát. így történhetett 
meg, hogy pl. a balti államok csak „fizető vendégként” versenyezhettek (összesen 
9 emberre futotta a pénzük) míg Szerbia csapata Jugoszlávia néven meghívottként 
vett részt.
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A versenyzők számára több moszkvai és környékbeli kirándulást szerveztek.
Kétségkívül dicsérendő törekvés volt, hogy Oroszország jelenlegi helyzetében 
is vállalkozott egy nagy tömegeket mozgató rendezvény megszervezésére. A mate­
matikai jellegű előkészítés és a feladatok megoldásának az ellenőrzése (koordináció) 
egy komolyabb hiba kivételével mintaszerű volt. A koordinációban mintegy negy­
ven, nyelveket tudó matematikus vett részt. Az írásbeli versenyek, a zsűri üléseinek 
és a versenyeket övező rendezvényeknek a lebonyolítása azonban már sokszor tet­
te próbára — és sokszor haladta is meg — a szervezők erejét. Időnként akkora 
zűrzavart sikerült produkálniuk, hogy az még az e téren nagy tapasztalatokkal ren­
delkezők bámulatát is kiváltotta.
A dolgozatok írására pl. a 351 versenyzőt három középnagyságú terembe terel­
ték be. Az egy nemzethez tartozókat egymás mellé ültették. A feladatokat csak a 
versenykezdés után másfél órával közölték a diákokkal, akik addig a közel 30 fokos 
hőségben főttek. Felügyelet a versenyen szinte nem volt, a meg nem engedett esz­
közök használatát senki sem ellenőrizte. Az ilyen versenyeztetés kétségessé teheti 
az eredmény realitását.
A következő évi olimpia szervezését Törökország vállalta.
(A beszámolót Pelikán József és Reiman István készítette.)
d. ASL’92 (Veszprém, 1992. augusztus 9-16., 150 fő)
A Szimbolikus Logika Szövetség (ASL) megbízásából az 1992. évi rendezvényt 
Társulatunk rendezte meg, az Államigazgatási Főiskola Veszprémi Intézetében. 
Társrendezők voltak: MTA Matematikai Kutatóintézete, ELTE BTK Szimbolikus 
Logika Tanszéke.
A konferenciát, melynek 21 országból 150 résztvevője volt, anyagi támogatás­
ban részesítette az ASL IUHPS/DLMPS, az UNESCO, az MTA és az OMFB.
A nemzetközi programbizottság a következőkből állt: J. Baumgartner, J. van 
Benthem, S. Givant, D. Monk, J. Paris, V. Pratt, P. Pudlák, S. Shelah. A bizottság 
magyar tagjai: Dragálin Albert, Gergely Tamás, Hajnal András, Madarász Tiborné, 
Németi István.
A konferenciaszervező bizottsága az alábbiakból tevődött össze: Hajnal András 
elnök, Csirmaz László titkár, Andréka Hajnal, Demetrovics János, Dragálin Albert, 
Fazekas Gábor, Gergely Tamás, Gécseg Ferenc, Juhász István, Komjáth Péter, 
Madarász Tiborné, Németi István, Rúzsa Imre, Sain Ildikó, Soukup Lajos, Surányi 
János, Szőts Miklós, Úry László.
A programot plenáris és szekcióelőadások alkották. A meghívott előadók és 
plenáris előadásaik a következők voltak:
Andréka Hajnal: Recent trends in algbraic logic, language and information 
M. Cress well: Restricted quantification
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K. Fine: Progressive reasoning
M. Foreman: An ideal on small ultrapowers and chromrtic numbers 
D. Gabbay: Fibred semantics for LDS 
M. Gitik: The singular cardinal problem 
R. Goldblatt: A framework infinitary modal logic 
Yu. Gurevich: Finite model theory
Komjáth Péter: Paradoxical decomposition of Euclidean spaces
H. Kotlarsky: Automorphisms of countable, recursively saturated models for Peano
arithmetic
L. Levin: Randomness and non-determinism in computing
R. Maddux:NOn the derivation of identities involving projection functions and direct 
products
Rúzsa Imre: Intensional logic admitting semantic value gaps.
Az időnként öt párhuzamos szekcióban összesen 74 előadás hangzott el.
A támogatásoknak köszönhetően a meghívott előadók és a nemzetközi prog­
rambizottság megjelent tagjai költségének fedezésén felül részvételi díj csökkenté­
sében, illetve részleges támogatásban tudott további 6 főt részesíteni a szervező 
bizottság.
A szakmai programot egy állófogadás, egy fakultatív kirándulás és egy, szintén 
fakultatív búcsú-vacsora egészítette ki.
A konferencia — a visszajelzések szerint — jól sikerült, amihez nagy mér­
tékben járult hozzá az is, hogy a helyszín ideálisnak bizonyult ekkora rendezvény 
megtartásához.
(A beszámolót Csirmaz László készítette.)
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ELLIPTIKUS GÖRBÉK ÉS A FERMAT-SEJTÉS1
RÓNYAI LAJOS
1993. június 23-án Cambridge-ben a Newton Intézetben Andrew Wi­
les angol matematikus bejelentette, hogy bebizonyította a Fermat-sejtést. 
A hír igazi szenzációvá vált. A világ nagy napilapjaiban hosszú cikkek jelen­
tek meg a nevezetes eseményről. Néhány hónappal később kiderült, hogy a 
nyári szemináriumon vázolt gondolatmenetben egy jelentős hiányosság van. 
Már megint a szokásos történet — mondták sokan a Fermat-sejtésre adott 
számos korábbi kérészéletű „megoldásra” gondolva. A szakértők másként vé­
lekedtek, rámutatva, hogy Wiles munkája órási előrelépést hozott a terület 
egyik központi problémájával kapcsolatban. Néhányan közülük úgy látták, 
hogy a bizonyításban levő lyuk is befoltozható pár hónap, esetleg pár év 
alatt. Most, 1995 februárjában úgy tűnik, igazuk volt. Már 1994 nyarán vol­
tak olyan hírek (pl. [17]), hogy létezhet egy kerülőút, ami mentén teljessé 
tehető a bizonyítás. 1994. október 24-én azután Wiles nyilvánosságra hozta a 
[30] és [31] kéziratokat. Az első tartalmazza annak az elliptikus görbékre vo­
natkozó eredménynek a bizonyítását, amelyből következik a Fermat-sejtés. 
A második — Richard Taylorral közös — munka foglalkozik a kerülőutat 
jelentő algebrai állítással.
Ebben az írásban az elsődleges célunk olyan matematikai fogalmak és 
gondolatok rövid, vázlatos bemutatása, melyek jelentős szerepet kaptak 
Wiles munkájában. Emellett kitérünk a bizonyítás szempontjából érdekes 
eseményekre is.
1 Köszönetét m ondok Bródy Ferencnek és Ivanyos G ábornak  értékes észrevételeikért. 
Ez a m unka részben az O TK A  2581. sz. szerződés tám ogatásával készült.
A Fermat-sejtés egy lefegyverzőén egyszerűen megfogalmazható állítás:
Ha x, y , z, n egész számok, n > 2 és xn +  yn =  zn , akkor xzy  =  0.
A kérdés eredetét kutatva i.e. 250-ig tekinthetünk vissza. Ezidőtájt szü­
letett Diophantosz nagyhatású munkája, az Aritmetika, ami — ismereteink 
szerint — először adott közre rendszerbe foglalva számelméleti és algebrai 
eredményeket. A II. Könyvből való a következő probléma: osszunk fel egy 
adott négyzetet két négyzetre. A közölt megoldás a következő pontosabb meg­
fogalmazást sugallja: keressük az x2 +  t/2 =  22 egyenlet egész megoldásait, 
szokásos nevükön a pitagoraszi számhármasokat.
Pierre Fermat (1601-1665) toulouse-i jogász csak kedvtelésből foglalko­
zott matematikával, de olyan sok és fontos eredmény fűződik a nevéhez, hogy 
méltán tartják kora egyik legjelentősebb matematikusának. Fermat olvasta 
az Aritmetikát, mégpedig nagy figyelemmel, amire számos, a könyv margó­
jára írt megjegyzéséből következtethetünk. A fenti, a négyzet felosztásával 
kapcsolatos részhez az alábbi széljegyzetet fűzte:
Cubum autem in duos cubos, aut quadrato-quadratum in duos quadrato- 
quadratos, et generaliter nullám in infinihcm ultra quadratum potestatem in 
duos ejusdem nominis fás est dividere; cujus rei demonstrationem mirabilem 
sane detexi. Hanc marginis exiguitas non caparet.
Magyarul mindez így hangzik:
Nincsen mód viszont felosztani köböt két köbre, sem négyzetes négyzetet két 
négyzetes négyzetre, és általában a négyzeten túl a végtelenig semmiféle hat­
ványt két ugyanolyan nevezetűre; mely dolognak igazán csudálatos bizonyí­
tását találtam. Szűkebb a margó, semhogy befogadná.2
A Fermat-sejtést tehát egy olyan állításként fogalmazta meg, melyet 
igazolni tud. Azóta eltelt kb. 350 év, és egészen napjainkig senkinek sem 
sikerült bizonyítást találnia. Ezért általános a vélemény, hogy Fermat való­
színűleg tévedett, elnézett valamit, és nem volt igazán csudálatos bizonyí­
tása. Az 1800-as évek elejére minden más (levelekben és margójegyzetekben 
fennmaradt) állítását sikerült tisztázni, csak ez az egy állt ellen makacsul 
minden kísérletnek. Innen származik a sejtés másik gyakran használt elne­
vezése: Fermat Utolsó Tétele.
1 A  F erm at-sejtés r é g i tö r té n e te
2 B ródy Ferenc fo rd ítá sa .
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A következőkben megemlítünk néhány nevezetesebb eseményt a sej­
tés történetéből. A téma iránt bővebben érdeklődő olvasónak Edwards [3] 
és Ribenboim [14] kitűnő munkáit ajánljuk. Az n = 3 és n =  4 esetek­
kel Fermat maga is foglalkozott, utóbbira adott gondolatmenete fennma­
radt (szintén lapszéli jegyzetek formájában). Pontosabban azt m utatta meg, 
hogy ha x ,y ,z  egészek, és a-4 + y4 =  z 2, akkor xyz = 0. Módszere más 
problémákra is alkalmazható, és a ma használt igen kifinomult változatait 
Fermat-leszállásnak nevezik. A leszállás lényege, hogy egy (indirekt feltevés 
szerint létező) XQ,yo,zo, x y^QZQ 0 megoldásból mindig kapható egy olyan 
x i ,y i ,z i ,  xyy izi ±  0 megoldás, melyre | i i |  < |x0|.
Fermatnak az Utolsó Tétel bizonyításával kapcsolatos tévedéséről több 
elképzelés is van. Egy népszerű nézet szerint feltehetőleg úgy vélte, hogy a 
leszállás módszere könnyen átvihető tetszőleges n kitevőre. Ilyen általáno­
sítást azonban senki sem talált.
Az n = 4 kitevő kizárása után elég a kérdést azokban az esetekben 
nézni, amikor n > 2 egy prímszám. Az n = 3 esetet L. Euler oldotta meg 
1753-ban. L. Dirichlet és A. M. Legendre találtak bizonyítást n =  5-re 1825- 
ben. Ugyancsak Dirichlet nevéhez fűződik az n = 14 kitevő (1832), az n — 7 
esetet pedig G. Lamé tudta kezelni 1839-ben. 1847 jeles év volt a sejtés 
történetében. Ekkor született az első nevezetes hibás bizonyítás, méghozzá 
olyan ismert matematikusok műveként, mint A. Cauchy és G. Lamé. A má­
sik — sokkal fontosabb — fejleményt E. E. Kummer eredményei jelentették. 
Kummer a kvadratikus reciprocitási tétel általánosításán dolgozva megve­
tette az algebrai számelmélet alapjait. Ebben az új elméleti keretben talált 
olyan eszközöket, melyekkel a sejtés több kitevőre is igazolható. Módszere 
működik például a 37, 59 és 67 kivételével minden 100-nál kisebb n prímre. 
Kummer eredményeire építve H. S. Vandiver (1920 körül) igazolta a sejtést 
n < 100-ra. A nevek és az évszámok mutatják, hogy bár kiváló matematiku­
sok foglalkoztak a problémával, a haladás meglehetősen lassú volt. Komoly 
előrelépést jelentettek az olyan feltételek, melyek révén számítógépes mód­
szerekkel lehet vizsgálni a problémát nagyobb kitevőkre. Ezek segítségével 
1992-re n  < 4 000 000-ig igazolták a sejtést.
Fontos mérföldkő Gerd Faltings (1983) egy általános, sok egyenletre 
érvényes végességi tétele, melyből következik, hogy egy adott n > 2-re az 




A történet jelenkori folytatásában főszerep jutott az elliptikus görbéknek. 
Mielőtt az eseményekről beszélnénk, ismerkedjünk meg ezekkel a rendkívül 
érdekes, gazdag struktúrájú  objektumokkal. Legyen K  egy test. Az y2 = 
ax3 + bx2 + ex + d, a, b, c, d G K  alakú egyenlettel definiált síkbeli görbe 
elliptikus görbe a K  test felett, ha az f(x )  — ax3 + bx2 + cx + d polinomnak 
nincs többszörös gyöke. A görbe diszkriminánsa a A =  (a^ — a2)2(ai — 
a 3)2(a2 -  03)2 mennyiség, ahol 01, 02,03 az f(x )  polinom gyökei. A gyökök 
különbözősége egyenértékű a A /  0 feltétellel. A következő ábra két (R 
feletti) elliptikus görbe grafikonját mutatja.
Elliptikus görbék
Az elliptikus görbéknek sok szép geometriai és számelméleti tulajdon­
sága van. Egy ilyen érdekes tulajdonság, hogy lehet egy az összeadásra em­
lékeztető műveletet definiálni a görbe pontjain. A művelet jól szemléltet­
hető a valós test feletti görbék esetén. Vegyünk a görbéhez egy oo-nel jelölt 
„pontot”. Erről a mágikus pontról feltételezzük, hogy rajta van minden az 
y-tengellyel párhuzamos egyenesen,3 továbbá, hogy az x-tengelyre vonat­
kozó tükörképe önmaga. Ezután a görbe P  és Q pontjainak P  © Q összegét 
a következő recepttel határozhatjuk meg: legyen a P, Q pontokon átmenő
3 A projektív g e o m e tria  nyelvén: oo a  függőleges egyenesek ideális pon t ja.
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egyenes és a görbe harmadik metszéspontja R; ennek az ar-tengelyre való S  
tükörképe (ami szintén pontja a görbének) a P($)Q összeg. Ha P  =  Q, akkor 
az összekötő' egyenesükön a görbe P-beli érintőjét kell érteni. Előfordulhat 
az is, hogy R  megegyezik a P,Q  pontok valamelyikével, ekkor az egyenes 
A-ben érinti a görbét. Végül legyen oo ® oo =  oo.
A © műveletre teljesülnek az összeadás szokásos azonosságai, és oo 
játssza a 0 szerepét: a görbe tetszőleges P, Q, R  pontjaira P®Q — <2©P, oo© 
P  =  P, (Pffi<2)©A = P© (Q © R ). Ezek a tulajdonságok, kivéve az utolsót, 
az asszociatív szabályt, könnyen igazolhatók. Szintén egyszerű belátni, hogy 
a görbe tetszőleges P  pontjához a P-nek az x-tcngclyre való R  tükörképe az 
egyetlen olyan pont, melyre P© R  =  oo teljesül. Az összeadásnál megszokott 
értelemben használhatjuk tehát az R  = QP jelölést.
Két pont összegének a koordinátái kifejezhető© az összeadandók koor­
dinátáival és az elliptikus görbe a, 6, c, d együtthatóival, mégpedig csak a 
+ , —, •, /  műveletek segítségével. Ebből két fontos következtetés vonható le. 
Egyik, hogy a © művelet definiálható algebrai úton, koordinátákkal. Másfe­
lől, ha az a, b, c, d együtthatók és a P, Q pontok koordinátái benne vannak 
egy L testben, akkor P  © Q koordinátái is L-beliek (a oo is L-beli pont­
nak tekintendő). Ha L egy a A'-t (és ekkor az a, b, c, d, együtthatókat is) 
tartalmazó test, akkor jelölje E(L) az E  : y2 = ax3 +  bx2 +  ex +  d görbe
Összeadás elliptikus görbe pontjain
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L-beli koordinátájú pontjainak összességét. Az előző fejtegetés szerint E(L) 
csoport a © művelettel.
A kifejezések nem értelmesek, ha y =  0. Ez azt a tényt tükrözi, hogy ekkor 
P  © P  =  oo; másképpen fogalmazva, a görbe P-beli érintője függőleges.
3 Elliptikus görbék a kom plex test felett
A következőkben egy olyan megközelítést vázolunk, mellyel viszonylag ter­
mészetesen származtatható az elliptikus görbék pontjain értelmezett össze­
adás. Az uniformizáció-tételt még azért is érdemes ismerni, mert a Wiles 
által bizonyított tény szelíd analógjának tekinthető.
Legyenek 1U2 komplex számok, és tegyük fel, hogy az u>i / lü2 hányados 
nem valós. Az lvi, cj2 által generált A rács az au\ + buJ2 alakú pontok 
halmaza, ahol a és b tetszőleges egész számok.
Az /  : C —* C meromorf függvény elliptikus függvény (a A rácsra nézve), 
ha
f ( z  +  w) =  f ( z ) teljesül minden 2 komplex szám és w 6 A rácspont esetén 
( /  kettősen periodikus).
Első hallásra talán meglepő, hogy vannak nem konstans elliptikus függ­
vények. Két klasszikus példa a Weierstraß p-függvény és a deriváltja p7. A 
A rács p-függvényét az alábbi sorral definiáljuk:
Nem nehéz megmutatni, hogy a sor abszolút kovergens, ha 2 nem rács­
pont, továbbá a kovergencia egyenletes C \  A minden korlátos zárt részhal­
mazán. Innen kapjuk, hogy p reguláris a C \  A halmazon. A sor alakjából 
ezután rögtön látható, hogy p-nek a rácspontokban kétszeres pólusai van­
nak.
Az egyenletes konvergencia miatt p'(z) a sor tagonkénti differenciálá­
sával kapható:
Példa. Az y 2 =  a:3 — 2x görbe egy P  =  (x , y) pontjára a P  © P  pont u, v 
koordinátáit így számíthatjuk:
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A p7-nek harmadrendű pólusai vannak a rácspontokban, a C \  A hal­
mazon pedig reguláris. A sor alakjából azonnal adódik, hogy p7 kettó'sen 
periodikus, így tényleg egy elliptikus függvény. Innen könnyű megmutatni, 
hogy p is kettó'sen periodikus. Mivel p7 elliptikus, a p(z +  a>i) -  p(z) kü­
lönbség állandó. Használva, hogy p páros függvénye 2-nek, a 2 =  — 
helyettesítés mutatja, hogy az állandó 0.
Ezzel lényegében áttekintést kaptunk az összes a A rácsra nézve ellipti­
kus függvényró'l. Igazolható ugyanis, hogy minden ilyen függvény megkap­
ható a konstansokból, p-bó'l és p7-bó'l a négy alapművelettel.
A p függvény eleget tesz egy
(p7(~))2 =  4p(2)3 -  92p{z) -  93
alakú differenciálegyenletnek, ahol 92. — 172(A) és 93 = .93(A) a rácstól függő' 
állandók. Az egyenletből az y = p'(z), x = p(z) helyettesítésekkel egy E  
elliptikus görbe egyenletét kapjuk:
92 =  4z3 -  g2x  -  93.
A Weierstraß-függvények az E  görbe egy paraméterezését adják. Ennek 
pontosabb értelmezéséhez vegyük először szemügyre a C/A halmazt. A C /A  
elemei a komplex számok ekvivalencia-osztályai arra a relációra nézve, mely 
szerint z\ és 22 akkor ekvivalensek, ha a 21 — 22 különbség rácspont. A C /A  
halmaz elképzelhető úgy, hogy a 0, uj\ , uj\+ uj2,U2 paralelogramma szemközti 
oldalait összeragasztjuk. A kapott alakzat egy tórusz.
A C/A halmaz
A hajtogatás és ragasztás után a paralelogramma négy csúcsa a tórusz 
ugyanazon P  pontjának felel meg. A Weierstrafi-függvények tekinthetők 
olyan leképezéseknek, melyek a P  kivételével a tórusz minden pontjában 
értelmezettek. Nézzük ezután a következő 0 : C/A —> E  leképezést:
<j}{z)=í(p (z ) ,p '(z ) ) ,  ha 2 6 C /A \{ P } ,
I OO a l l  Z P  •
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Megmutatható, hogy fi egy kölcsönösen egyértelmű leképezése a C/A 
tórusznak az E  elliptikus görbére. Ennél több is igaz: a fi egy komplex 
analitikus izomorfizmus is a két objektum között (tehát például a tóruszon 
közeli pontok képei közeli pontok lesznek a görbén).
Algebrai szemmel nézve C /A  a komplex számok additív csoportjának a 
A részcsoport szerinti faktorcsoportja. (A tórusz z\ és Z2 pontjainak összegét 
úgy kaphatjuk meg, hogy a z\ + z2 komplex számot alkalmas rácsvektorral 
visszatoljuk a 0, cui, íui + uj2, w2 paralelogrammába.) A fi megfeleltetés talán 
legszebb tulajdonsága, hogy izomorfizmus a C/A és az (E,©) csoportok 
között. Ez könnyen következik a Weierstraß-függvényekre vonatkozó alábbi 
addíciós tételből:
Az összefüggés azt mondja, hogy a fi(z\), fi(z2), Qfi(z\ +  z2) pontok 
egy egyenesen vannak, amiből az E-beli összeadás definíciója szerint fi(z\)®  
fi{z2) = 4>{zi + z2).
Természetesen merül fel a kérdés, hogy mely elliptikus görbék kaphatók 
meg az itt vázolt módon egy alkalmas C-beli rácsból. Az uniformizáció-tétel 
néven ismert eredmény szerint minden4 komplex együtthatós elliptikus 
görbét megkaphatunk így. Nevezetesen, ha g2 és 53 két komplex szám, 
melyekre a 4x3 — g2x  — 53 polinomnak nincs többszörös gyöke, akkor van 
olyan A C C rács, melyre g2 =  g2 (A) és 53 =  53(A).
Az uniformizáció-tétel segítségével számos, az (E, ©) csoportra vonat­
kozó állítás egyszerűen igazolható. Példaként legyen m > 1 egész és nézzük 
az E[m] részcsoportot, melynek az elemei az E  azon P  pontjai, melyekre
[m\Pd= P  © P  © • • • © P  =  00 (az összeg m-tagú). A C/A csoportban a 
megfelelő elemek éppen az (i/m)io 1 +  (j/m.)u>2 alakúak, ahol 0 < i , j  < m  
egészek. Innen következik, hogy E[m] két m-edrendű ciklikus csoport direkt 
szorzata.
Az itt vázolt, elliptikus függvényeken alapuló megközelítés használható 
az © összeadás bevezetésére (pl. [18]). Tudomásom szerint ez a legkevesebb 
eszközt igénylő út, követéséhez elegendő a komplex függvénytan elemeinek 
ismerete (pl. [27] a Weierstraß függvényeket is tárgyalja).
4  Két gö rbé t nem  te k in tü n k  különbözőnek, h a  egyik a m ásikból x  >—> r x  + s alakú változócse­
rével kapható, ahol r ,  s £  C . Ilyen  helyettesítéssel tetszó'leges harm adfokú polinom  á ta la k íth a tó  
4a: 3  — g2 X — 9 3  a lakúra .
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4 Elliptikus görbék aritmetikája
Ha az a, b, c, d számok egészek, akkor tetszőleges p prímszámra tekinthet­
jük az y2 =  aa:'5 + bx2 + ex + d (mod p) kongruenciát. Ennek megoldá­
sait a oo ponttal együtt szokás a görbe modulo p pontjainak nevezni. Az 
y — x — 2x görbe modulo 5 pontjait rövid számolás után megkaphatjuk: 
cx>, (0,0), (1,2), (1,3), (2,2), (2,3), (3,1),(3,4), (4,1), (4,4).
Néhány rosszul viselkedő prímszámot kivéve — ezek a prímek mind osz­
tói a A diszkriminánsnak — értelmezhető a © összeadás egész-együtthatós 
görbék modulo p pontjain is. Itt is szükség van a oo pontra, és két pont össze­
gét ugyanazokkal az algebrai kifejezésekkel számíthatjuk ki, amelyek a valós 
pontokra megadják az összeg koordinátáit. Például a C : y2 = x3 — 2x görbe 
modulo 5 pontjaira használhatók a (*) formulák, ha a P® P  összeget akarjuk 
meghatározni. A modulo p redukált görbe fogalma kiterjeszthető racionális 
görbékre, ha eltekintünk azoktól prímektől, melyek osztják a, b, c, d valame­
lyikének a nevezőjét. A raconális együtthatós E  görbe modulo p pontjainak 
halmazát E (Fp)-vel szokás jelölni. E(Fp) egy véges kommutatív csoport a 
© művelettel. így tekintve C(Fs) izomorf a tízelemű ciklikus csoporttal.
Az elliptikus görbék számelméleti tulajdonságainak vizsgálata (egész és 
racionális koordinátájú pontok, modulo p pontok, a © művelet hatása eze­
ken) ebben a században vált intenzívvé. Érdekességként azért megemlítjük, 
hogy az egyik első ilyen természetű állítást szintén Fermat margószéli fel­
jegyzései között találták. Arról a tényről van szó, hogy az y2 = x 2, — 2 
egyenletnek csak két egész megoldása van, nevezetesen (3, ±5). Igen szép 
és fontos eredmény L. J. Mordell tétele (1921): egy racionális együtthatós 
görbének van véges sok racionális koordinátájú pontja, melyekből az összes 
racionális pont megkapható a © művelet alkalmazásával; másképpen fogal­
mazva, a racionális pontok csoportja végesen generálható.
B. Mazur (1978) megadta azokat a véges csoportokat, melyek előfordul­
hatnak, mint véges rendű elemek csoportjai E (Q) alakú csoportokban (E 
tetszőleges racionális görbe.) Ezek a csoportok legfeljebb 16 eleműek.
A modulo p pontokkal kapcsolatban Emil Artin a doktori disszertáció­
jában fogalmazta meg sejtésként a \p + 1 -  |E?(Fp)|| < 2yjp egyenlőtlensé­
get, amit egy analógia alapján az elliptikus görbékre vonatkozó Riemann- 
sejtésnek nevezett. Ennek a sejtésnek és általánosításainak vizsgálata ve­
zetett az aritmetikai algebrai geometria kialakulásához, és fantasztikus si­
kereihez. Talán elegendő itt Pierre Deligne és Gerd Faltings Fields-érmes 
eredményeire utalni. Az elliptikus görbékre vonatkozó Riemann-sejtést H. 
Hasse igazolta 1934-ben.
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Az elliptikus görbék aritmetikája bővelkedik érdekes nyitott kérdések­
ben. Ezek kutatása igen aktív területe a jelenkori matematikának. Egy ilyen 
kérdést most alaposabban szemügyre veszünk. 1955-ben Taniyama Yutaka 
japán matematikus megfogalmazott egy a racionális együtthatós elliptikus 
görbékre vonatkozó sejtést. Később Shimura Goro japán és André Weil 
francia matematikusok a sejtés pontosabb megfogalmazását adták. Ezt a 
hipotézist Taniyama-Shimura-Weil-sejtésnek (röviden TSW-sejtés) fogjuk 
nevezni.
5 Moduláris függvények és a TSW -sejtés
Következő célunk a Taniyama-Shimura-Weil sejtés ismertetése. Ennek 
egyik megfogalmazása sok tekintetben hasonlít a komplex görbék Weier- 
strafi-elmélete kapcsán megismert uniformizáció-tételre. A Weierstraß-el- 
mélet szerint tetszőleges E  komplex görbéhez létezik egy A rács és egy 
<j> : C/A —>E leképezés.
A A rácsot tekinthetjük úgy, mint az euklideszi sík egybevágóságainak, 
még pontosabban eltolásainak egy (diszkrét) részcsoportját. A C /A  halmaz, 
vagyis a 0, wi, W2, a>i + o >2 paralelogramma az élei mentén összeragasztva egy 
alaptartomány a A hatására nézve: egy z G C komplex számhoz pontosan 
egy z' G C/A van, melyre z — z' £ A.
Vegyük most a Bolyai-Lobacsevszkij geometria felső félsík modelljét. 
Ennek ponthalmaza a valós tengely feletti komplex számokból álló H félsík. 
Az egyenesek a képzetes tengellyel párhuzamos nyílt félegyenesek és az olyan 
félkörívek, melyekhez tartozó kör-középpontok a valós tengelyen vannak.
A H modell pontjaira és egyeneseire teljesülnek a síkgeometria szokásos 
axiómái, kivéve a párhuzamosokra vonatkozót. Egy adott ponton keresztül 
egy adott egyeneshez több párhuzamos is húzható.
Ismert, hogy a z •—i> alakú leképezések, melyekre a, 6, c, d valósak
és ad — be =  1, a H  modell egybevágóságai. Ezeket úgy is tekinthetjük, hogy
most azok az egybevágóságok lesznek fontosak, melyeknél a, b, c, d egészek. 
Legyen
A T tekinthető a H  mozgatásaiból álló diszkrét részcsoportnak. Meg­
mutatható, hogy a határoló vonalak mentén való megfelelő összeragasztás
, alakú, 1-determinánsú valós mátrixok hatnak H-n. Számunkra c d l
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után (ennek mikéntjét az olvasóra hagyjuk) az
halmazból a T egy H-beli alaptartományát kapjuk.
Számelméleti szempontból igen fontosak a T csoport következő' részcso­
portjai. Legyen N  > 0 egy egész szám és
A Tq(N) véges indexű részcsoportja T-nak. Nem nehéz megmutatni, 
hogy |T : ro(Af)| =  ./VflU + ^), ahol p végigfut az N  prímosztóin. Az F  
halmazból kiindulva Tq(N) egy alaptartományát kaphatjuk a következő' mó­
don: legyenek az a i , . . .  am € T elemek a Tq(N) baloldali mellékosztályainak 
reprezentánsai (m =  |T : To(A^)|). Ekkor az
F0(N) = a ^ ( F ) U - - - U a - \ F )
halmaz (a határpontok megfelelő azonosítása után) a Tq(N) egy H-beli alap­
tartománya lesz. Az elemek választhatók úgy is, hogy Fq(N) egyszeresen 
összefüggő legyen.
P élda. Nézzük meg alaposabban az N  =  2 esetet. Az index-formula szerint 
|T : To(2)| = 3 . Tekintsük a T következő elemeit:
A T-nek megfelelő leképezés H-n az 1-gyel való eltolás. S  hatása pedig 
az egységkörre vonatkozó inverzió, majd a képzetes tengelyre való tükrözés 
összetételének tekinthető.
Egyszerűen ellenőrizhető, hogy az I  egységmátrix, valamint S  és T ~ 1S 
a To(2) részcsoport T-beli baloldali mellékosztályainak egy reprezentáns­
rendszere. Figyelembe véve, hogy S 2 a H identikus leképezése, kapjuk, hogy
F0{ 2) =  F U 5 (L )U S T (F ) .
Az Fq(N) halmaz néhány határpontja a valós tengelyen van. Ezeket 






csúcspontjainak nevezzük. Megmutatható, hogy To(p)-nek (p prím) ponto­
san két csúcspontja van.
Legyenek k > 0 és N  > 0 pozitív egészek. A H félsíkon meromorf f ( z )  
függvény k-súlyú moduláris függvény a ro(-/V) csoportra nézve, ha minden
€ Fq(N)  transzformációra teljesül az
1 ( S t s ) =<“ + i)kf(z)
összefüggés, továbbá f ( z )  meromorf a Tq(N)  csúcspontjaiban. (Ez utóbbi 
tulajdonság értelmezésétó'l a rövidség kedvéért eltekintünk; ezek az ún. 
csúcsfeltételek az f ( z ) - nek a csúcspontok közelében való viselkedésére adnak 
kikötést.)
Az f (z) k-súlyú csúcsforma a Tq(N)  csoportra nézve, ha az előbbieken 
túl még f (z)  reguláris H-n és eltűnik a csúcspontokban.
A Tanig am a-Shim ura-Weil sejtés szerint minden racionális együtt­
hatós elliptikus görbe paraméterezhető 0-súlyú moduláris függvényekkel. 
Pontosabban fogalmazva, tetszőleges racionális együtthatós y2 =  mc3 +  
bx2 +  ex + d görbéhez van olyan N  > 0 egész, és vannak olyan nem ál­
landó, 0-súlyú, a To(A^)-re moduláris f (z ) ,g(z)  függvények, hogy f ( z )2 =  
ag(z)3 + bg(z)2 +  cg(z) +  d teljesül.
A sejtés finomabb — de az eredetivel egyenértékű — megfogalmazása 
a legkisebb alkalmas N  értéket is megadja.
Érdemes összevetni a TSW-sejtést az uniformizáció-tétellel. Ott az 
euklideszi sík egy diszkrét mozgáscsoportja segítségével tudtunk komp­
lex elliptikus görbéket paraméterezni. A TSW-sejtés egy ezzel analóg ál­
lítást fogalmaz meg racionális görbékre. A hiperbolikus sík ro(A') alakú 
diszkrét mozgáscsoportjait használva az euklideszi esetre megismert eljá­
ráshoz hasonlóan kaphatunk paraméterezést moduláris függvényekkel. A 
Weierstrafi-függvényekkel való paraméterezhetőséget szokás euklideszi uni- 
formizáción&k nevezni, a TSW-sejtésbelit pedig aritmetikai típusú hiper­
bolikus uniforrrnzációnak (erről a párhuzamról további részletek találhatók 
a [11] dolgozatban). A TSW-sejtésnek eleget tevő elliptikus görbéket mo­
duláris görbéknek nevezzük. A moduláris görbék a kétfajta uniformizáció- 
ból hihetetlenül gazdag, kettős (euklideszi, illetve hiperbolikus) geometriai 
struktúrát örökölnek, aminek sok érdekes számelméleti következménye van.
A TSW-sejtésnek van egy másik, tisztán számelméleti ízű megfogalma­
zása is. Ennek kimondásához szükség van néhány további tényre és foga­
lomra. Jelölje S(N)  a ro(iV) 2-súlyú csúcsformáinak (komplex) vektorterét.
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Ismert, hogy S(N)  véges dimenziós vektortér (pl. S(N)  dimenziója 0, ha 
N  < 11, és 1, ha N  = 11).
A T  eltolás eleme a Fo(N) csoportnak, ezért tetszőleges f (z )  moduláris 
függvényre teljesül az f ( z ) =  f ( z  + 1) összefüggés. Komplex függvénytanból 
jól ismert, hogy az ilyen értelemben periodikus függvények Fourier-sorba 
fejthetők:
OO
f ( z )  = E  anQn,
?1= —  OO
ahol q =  e2mz, és az a,t együtthatók komplex számok. Ha /  egy csúcsforma, 
akkor az ioo-beli csúcsfeltétel szerint a kifejtésben an = 0, ha n < 0.
Az S(N)  téren hatnak a Tm (m > 1 egész) Hecke-operátorok:
OO
Tmm  = Y . (  £
n =  1 (d ,N ) = 1 
d\(n,m)
ahol (a, b) az a és b egészek legnagyobb közös osztója.
Az f ( z )  G S(N)  egy sajátforma, ha Tmf ( z ) =  amf ( z )  teljesül minden 
m- re.
A moduláris tulajdonság számelméleti megfogalmazása: Legyen E  egy raci­
onális együtthatós elliptikus görbe, p egy prím. Jelölje E (Fp) a modulo p 
redukált görbe pontjainak halmazát (beleértve a oo pontot is). Az E  modu­
láris, ha van olyan N  > 0 és f (z )  — anQn G S(N)  sajátforma, melyre
véges sok p prím kivételével igaz az
ap = p + 1 — |£?(Fp)|
egyenlőség. A TSW-sejtés tehát kifejezhető tisztán csak az |£l(Fp)| p = 
2, 3, 5, 7 ,11 ,... sorozat tulajdonságaként.
P élda . Legyen C az y2 =  x3 — 4x2 + 16 egyenletű elliptikus görbe. 
A p = 2,11 eseteket kivéve a modulo p redukált görbe elliptikus lesz. 
Megmutatható, hogy az
F(q) =  q I I  (! ~  ~  ff11") =  E  c^  =  q -  2q2 -  q3 +  2q4 +  . . .
7 1 =  1
végtelen szorzat kifejtésével kapott sor együtthatóira
Cp — p + 1 — |C (Fp)|
teljesül, ha p > 2. Igaz továbbá, hogy F(e27Tlz) a ro ( l l)  csoport egyetlen 
sajátformája.
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A TSW-sejtéssel kapcsolatos első jelentős eredményt Shimura érte el 1971- 
ben, megmutatva, hogy teljesül azokra az E  görbékre, melyeknek van komp­
lex szorzása.
A komplex szorzás fogalmának értelmezéséhez nézzük az (E (C),©) 
csoport algebrai endomorfizmusait. Algebrai endomorfizmuson egy olyan 
h : E  —► E  leképezést értünk, melyre h(oo) =  oo és h minden P  € 
E  pont egy környezetében alkalmas racionális függvényekkel definiálható. 
Ebből a két tulajdonságból következik, hogy h csoport-homomorfizmus is. 
Az eddigiek alapján nyilvánvaló, hogy az [m] : P  [m \P  alakú leképezések 
algebrai endomorfizmusok (m egy egész). Az E-ről akkor mondjuk, hogy 
komplex szorzása van, ha rendelkezik olyan algebrai endomorfizmussal, ami 
nem [m\ alakú.
Példa. Az y 2 =  a'3 — x  görbe (x, y) i—> (—x, iy) leképezése egy komplex 
szorzás.
Az euklideszi uniformizáció-tétel alkalmazásával nem nehéz megmu­
tatni, hogy E { C) algebrai endomorfizmusainak a gyűrűje vagy Z-vel izo- 
morf, vagy pedig algebrai egészek egy Z-nél bővebb gyűrűjével valamely 
Q(y/M)  testből, ahol M  egy negatív négyzetmentes egész. (Az euklideszi 
uniformizáció inverze cj)~ 1 az E  algebrai endomorfizmusainak éppen azokat 
az a  komplex számokat felelteti meg, melyekre a A. C A.)
Ismert, hogy csak véges sok racionális együtthatós görbének van komp­
lex szorzása. (A megfelelő invertálható transzformációkkal egymásból meg­
kapható görbéket azonosaknak tekintjük.)
A következő fontos esemény már összefűzi a két szálat, az Utolsó Té­
telt és az elliptikus görbéket. 1985-ben Gerhard Frey német matematikus 
meglepő kapcsolatot talált. Tegyük fel, hogy í  > 3 prím, és a páronként 
relatív prím a , b, c egészekre teljesül, hogy a‘ + b1 = c , b páros és a + 1 
osztható 4-gyel. Könnyű meggondolni, hogy ha az Utolsó Tétel nem igaz, 
akkor ilyen £, a, 6, c négyes létezik. Egy ilyen „megoldáshoz” Frey a követ­
kező egész-együtthatós elliptikus görbét rendelte (ún. Frey-görbe5 ):
y2 =  x(x — at')(x  +  b^).
6 Shim ura, Frey, S erre , R ib e t  és W ile s
5 Ezeket a  görbéket Y ves H ellegouarch (pl. [6]) m ár korábban vizsgálta; céljai azonban 
fo rd íto tt irányúak vo ltak . A F erm at-sejtéssel kapcsolatos eredm ényeket a lkalm azott ellip tikus 
görbékre.
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A görbe diszkriminánsa A =  a2<b2íc2( szép szimmetrikusan függ az a, 6, c 
számoktól. A német kutatót számításai ahhoz a meggyó'zó'déshez vezették, 
hogy a Frey-görbékre nem teljesülhet a TSW-sejtés. A Frey által vázolt heu­
risztikus gondolatmenetet pontosítva Jean-Pierre Serre két sejtést fogalma­
zott meg, melyeket Ci-nek és C2-nek nevezett [22], Megmutatta továbbá, 
hogy a Ci, C2 és a TSW-sejtésekbó'l következik a Fermat-sejtés.
A Ci és C2 sejtéseket Kenneth A. Ribet amerikai matematikus igazolta 
a következő' évben (1986) ([15], [16]). Ribet munkája nyomán világossá vált, 
hogy a TSW-sejtésból következik az Utolsó Tétel.
Andrew Wiles pályája kezdete óta foglalkozik elliptikus görbék aritme­
tikájával. Első' messzire szóló — tanárával, John Coates-szal közösen elért - 
eredménye [1] e tárgyban 24 esztendó's korában, 1977-ben jelent meg. A prin- 
cetoni egyetem professzoraként már régóta a kérdéskör egyik vezető' szak- 
tekintélyének számít. A hírek szerint Ribet eredményének közzététele óta 
dolgozott a TSW-sejtés igazolásán. 1993. június 23-án Cambridge-ben tar­
tott eló'adásán bejelentette, hogy igazolta a TSW-sejtést elliptikus görbék 
egy nagy osztályára, melybe, ha léteznének, beletartoznának a Frey-görbék 
is. Ez az osztály a félig stabil görbékből áll. A félig-stabilitás feltétele a mo­
dulo p redukált görbékre vonatkozó kikötés, ahol p| A. A feltételt nem nehéz 
megérteni y2 = (x — A)(x -  B)(x  — C) alakú görbék esetén, ha A, B, C  egé­
szek. A modulo p redukált görbe akkor tesz eleget a kikötésnek, ha az A, B, C 
számok nem mind adják ugyanazt a maradékot p-vel osztva (p =  2, 3-ra vala­
mivel bonyolultabb a helyzet, ezt nem részletezzük). Használva, hogy a,b,c  
páronként relatív prímek, a Frey-görbére p > 3 esetén egyszerű ellenó'rizni 
a félig-stabilitás feltételét.
7 Galois-reprezentációk
Wiles bizonyításában stratégiai szerepet játszanak a Galois-reprezentációk. 
Legyen G az összes algebrai számból álló Alg test automorfizmusainak 
csoportja. Például a komplex konjugálás eleme G-nek. Valamely R  gyűrű 
esetén jelölje GLm (R ) az R  gyűrű feletti m-szer ra-es invertálható mátrixok 
(multiplikativ) csoportját. A Galois-reprezentációk G —> GLm(R) alakú 
homomorfizmusok.6
Alapvető' konstrukció. Legyen E  egy racionális együtthatós elliptikus görbe. 
A G hat az E(Alg)  pontjain: ha a G G és P  =  (u,v), akkor a(P)  =
A definíció még egy folytonossági feltételt is tartalm az; ettől itt eltekintünk.
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(cr(u), a(v)). Abból, hogy a P  © Q pont koordinátái az összeadandók ko­
ordinátáiból racionális műveletekkel számolhatók, kapjuk, hogy a egy ho- 
momorfizmusa lesz az (E(Alg),®) csoportnak. Legyen n egy pozitív egész 
és tekintsük az E  görbe E[n] részcsoportját. A Weierstrafi-elmélet követ­
kezményeként láttuk, hogy E[n\ =  (Z /nZ )2. Az E[n] végességéből könnyen 
következik, hogy pontjai algebrai pontok. E[n] elemei az E(Alg) csoport­
nak éppen azok a pontjai, melyek n-szerese eltűnik. Ezért a a € G au- 
tomorfizmusok az E[n] részcsoportot önmagába képezik. Jelölje pn (cr) a a 
hatásából adódó leképezését E[n]-nek. A a invertálhatósága miatt pn(cr) is 
invertálható, vagyis automorfizmusa az (E[n],ffi) csoportnak. A (Z /n Z )2 
csoport automorfizmus-csoportja pedig éppen GL2(Z/nZ). A pn így egy 
G —> GL2{Z/nZ)  leképezésnek tekinthető, ami egy Galois-reprezentáció.
Példa. Legyen E  az y2 ~  x 3 + x  egyenletű görbe. Ekkor
A P2(G) részcsoport meghatározásához nyilván elegendő G helyett a P{ 
pontok koordinátái által generált Galois-bővítést és annak automorfizmusait 
nézni. Ez Q (\/^T), a Gaufi-racionálisok teste, melynek automorfizmusai az 
id identikus leképezés és a a  komplex konjugálás. Egyszerű számolással 
kapjuk, hogy cr(P\) =  P] és cr(p2) — P\ © P2- Ha most rögzítjük E[2]- 
ben a P i ,P 2 bázist, akkor az alábbi GÜ2(F 2)-beli mátrixok adódnak:
A p2 reprezentáció képtere kételemű. Valamivel több számolgatással igazol­
ható, hogy az y2 = x 3 — 2 görbénél p2(G) — GL2(F2).
l-adikus és moduláris reprezentációk. Legyen E  egy racionális együtthatós 
elliptikus görbe, t  egy prímszám, és nézzük az E-ből kapott pgn : G —* 
GL2(Z/£n Z) reprezentációkat. Ezek az Aadikus egészek konstrukciójához 
hasonló eljárással összerakhatok (inverz limesz) egy gg : G —> GLi{Zi)  
Galois-reprezentációvá; itt. Zg jelöli az f-adikus egészek gyűrűjét. gg az E- 
hez tartozó (,-adikus reprezentáció?  A gg reprezentáció a pg egy felemelése 
abban az értelemben, hog;y pg = r o gg, ahol r : GL2{Zg) —> GL2(Fg) a 
modulo £ redukció. 7
7 M ár ko ráb b an  em líte ttü k , hogy a  T SW -sejtés első v á ltozatá t T an iyam a Y utaka fo g a lm az ta  
meg. O v izsgálta  először az l-a d ik u s  reprezentációkat is. Az á lta la  e lin d íto tt két gondolat-fonal 
néhány év tizeddel később c sa ttan ó san  összetalálkozott. T aniyam a trag ikusan  rövid, de igen te r ­
mékeny p á ly á já ra  emlékezik S h im u ra  [24].
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A Z^-hez hasonló gyűrűket a TSW-sejtés szempontjából az teszi érde­
kessé, hogy a sajátformák feló'l is megközelíthetó'k. Valamivel pontosabban: 
M. Eichler és Shimura G. tetszőleges /  € S(N)  sajátformához konstruál­
tak pf A : G —> GL2(A) Galois-reprezentációkat, ahol A egy az /- tő i és 
Ától függő, a Z^-hez hasonló8 gyűrű. A pj , \  alakban megkapható Galois- 
reprezentációk a moduláris reprezentációk.
Wiles gondolatmenetében központi szerepet játszik a következő hipoté­
zis. Legyen t  egy páratlan prím.
Felemelési sejtés (£): Legyen E  egy félig stabil racionális együtthatós ellipti­
kus görbe, és tegyük fel, hogy
(i) pi egy irreducibilis reprezentáció,
(ii) pi-nek van moduláris felemelése.
Ekkor E egy moduláris görbe.
Az (i) feltétel azt jelenti, hogy nincs F[£]-nek valódi p^(G)-invariáns 
részcsoportja. A (ii) feltétel egy p j ^  alakú reprezentáció létezését írja elő, 
melyre Pe = r o Pf A, ahol r az A-ból az algebrai lezártjába vivő redukció 
kiterjesztése mátrixokra.
A bizonyítás egyik részében megmutatja, hogy ha a felemelési sejtés 
igaz az l  =  3, 5 esetekben, akkor igaz a TSW-sejtés félig stabil görbékre. A 
felemlési sejtés alkalmazásánál a fő nehézséget a (ii) követelmény jelenti. 
Az egyetlen ismert mód moduláris felemelés találására R. Langlands és 
J. Tunnell mély eredménye ([10], [28]), ami l  =  3 esetén ad megfelelő 
reprezentációt (tetszőleges racionális görbére, melyre pj, irreducibilis). A 
gondolatmenetnek ez a része boszorkányosán ötletes, ugyanakkor követhető 
tankönyv-szintű ismeretek (pl. [7], [8], [13], [25], [23]) birtokában is.
A 134 oldalas [30] kézirat nagyobbik része p : G —> GZ^F^) alakú 
Galois-reprezentációk g felemeléseivel foglalkozik. A p és g reprezentációkra 
megfogalmazott bonyolult kikötések mellett bizonyítani tudja, hogy utóbbi 
moduláris lesz ( 0.2. és 0.3. tételek a [30] kéziratban). Az eredményből 
viszont következik a felemelési sejtés az i  — 3, 5 esetekben, tehát a TSW- 
sejtés igaz félig stabil görbékre.
A bizonyításnak ez a része igen nehéz, valószínűleg csak az aritmetikai 
algebrai geometria néhány tucat szakértője ismeri kellő alapossággal azt a 
hatalmas arzenált, amit a dolgozat használ. Az eszközök között van például 
Viktor A. Kolyvagin [9] és Kari Rubin [19] néhány éve kidolgozott módszere,
8 A k o m m u ta tív  algebrát kedvelő olvasó szám ára: A  egy teljes lokális N oether-a lgeb ra  
felett.
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mellyel nagyon szép új összefüggéseket találtak diofantikus egyenletek (ra­
cionális) megoldhatósága és kongruenciaként való megoldhatósága között 
(lásd pl. [12]). A [30] kézirat első', 1993-as változatában éppen a Kolyvagin- 
Rubin-módszer alkalmazásában találtak hiányosságot.9 A rés közvetlen be­
töméséhez egy csoport rendjére kellett volna korlátot bizonyítani. A hiányzó 
állításról többen úgy vélekedtek, hogy az igaz,10 és csak idő kérdése a bi­
zonyítás.
Wiles más u tat választott. Visszatért egy korábbi elgondolásához, mely 
szerint egy a Hecke-operátorok segítségével megadott gyűrű vizsgálata ad­
hatja hiányzó láncszemet. A megfelelő gyűrűelméleti állítást Richard Tay- 
lorral [31] sikerült igazolniuk. A [30] és a kiegészítő eredményt tartalmazó 
[31] kéziratokat 1994. október 24-én tették közzé.
Tudomásom szerint a két kéziratot az Annals of Mathematics-hoz nyúj­
tották be közlésre. A szerkesztők négy bírálót kértek fel a dolgozatok átné­
zésére. Még nincs hivatalos hír a bírálatok eredményéről, de minden eltelt 
nappal egyre valószínűbb, hogy a bizonyítás állja a sarat. Bármi is lesz az 
eredmény, az már ma is bizonyos, hogy Wiles munkája óriási áttörést hozott 
a TSW-sejtéssel és általában a Galois-reprezentációk moduláris felemelése­
ivel kapcsolatos kutatásokban. Ezek közül az egyik leglátványosabb fejle­
mény, hogy ma már végtelen sok racionális együtthatós elliptikus görbéről 
tudjuk, hogy moduláris. Utolsó példánk ezt illusztrálja.
P é ld a . (K. Rubin-A. Silverberg [21] nyomán.) Jelölje Et a következő görbét:
y2 = x 3 +  (27f4 -  18í2 -  l)m +  4í(27t4 + 1),
ahol t egy racionális szám. Megmutatható, hogy Et egy elliptikus görbe 
tetszőleges t G Q esetén. Igaz továbbá, hogy Et[3] és E[3] izomorf G- 
modulusok, ahol E  = E q az y 2 =  a?3 — x  egyenletű görbe. Az utolsó állítás 
azt jelenti, hogy van olyan y : Et[3\ —> E[3] csoport-izomorfizmus, melyre 
tetszőleges x  € Ej [3] és a G G esetén <7(77(2;)) =  y(a(x)).
E-nek komplex szorzása van, ezért Shimura idézett tétele szerint mo­
duláris. Wiles eredményeiből következik, hogy ha t nevezője nem osztható 
3-mal (vagy, ami ezzel egyenértékű: Et modulo 3 redukáltja elliptikus görbe), 
akkor Et is moduláris.
9 A hírek szerin t a  k éz ira t egyik b íráló ja, Nicholas M. K atz  akadt rá.
10 E zt te tte  Jo h n  C o a tes  is az 1994 tavaszán B u d ap esten  ta r to tt  előadásában.
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ELLIPTIC CURVES AND FERMAT’S LAST THEOREM 
L. RÓNYAI
The paper gives an account of the most important developments leading 
to the recent proof of Ferm at’s Last Theorem by Andrew Wiles. Some key 
concepts related to the proof are introduced and briefly discussed. These 
include elliptic curves, modular functions and Galois representations.
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RUGALMAS PÉNZÉRMÉIG
SZÁLKÁI ISTVÁN*  és DAN VELLEMAN
Képzeljünk el egy olyan érmét, amely 3+^  valószínűséggel1^  fej, és
1 — p = valószínűséggel írás. No jó, de lássuk, mire jó egy ilyen
érme! Háromszor feldobva annak a valószínűsége, hogy három azonos dobást 
kapunk (három fej vagy három írás) nem más, mint
azaz, érménk háromszori feldobásával egészen pontosan tudunk egy közön­
séges (fej=írás=l/2 valószínűséggel) érmét szimulálni. Azonban, ha csak 
kétszer dobjuk fel az érmét, mi annak a valószínűsége, hogy egy írást és egy 
fejet kapunk? Pontosan 2p(l — p) =  1/3, azaz érménket egy olyan érmét is 
tudunk szimulálni, amely 1/3 valószínűséggel fej, 2/3 valószínűséggel írás. 
A fenti eredményeket úgy is összegezhetnénk, hogy érménkkel a p =  1/2  és 
a p =  1/3 valószínűséggel fejre esó' érmék helyett is használhatjuk. Hát ezért 
nevezhetjük rugalmasnak a p = valószínűséggel fejre esó' érmét!
A továbbiakban ezt úgy fogalmazzuk, hogy 3+6^  szim ulálja mind az 
1/2-et, mind az 1/3-ot. Általában pedig mondjuk azt, ha p és q mindketten 
0 és 1 közé eső valós számok, hogy p szim ulálja q -t, ha találunk egy olyan 
n g f f  természetes számot, és az n hosszúságú fej-írás dobássorozatoknak ki 
tudjuk jelölni egy olyan E  részhalmazát úgy, hogy a p valószínűséggel fej ér­
mét n-szer feldobva a kapott dobássorozat ií-nek pontosan q valószínűséggel 
lesz eleme.
t  A cikk az A m erican  M athem atica l M onthlyban jelen t m eg először (100(1993), 26-33). 
A szerzők ezért a  m unkájukért a  M athem atica l A ssociation of A m erica 1994. évi L ester Ford 
D íját nyerték  el. (Évente ö t d íja t osztanak  ki a  M onthlyban m egjelent legjobb cikkek szerzőinek.)
* Jelen cikk a  P eregrinatio  I. A lapítvány 2/1991. sz. tám ogatásával készült 
Ü A 0 és 1 közötti valós szám okat nevezzük valószínűségeknek.
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Persze ezt a valószínűséget könnyen ki is tudjuk számolni:
P(E)  = f2<HPÍ( l - p ) n- \
i—O
ahol di jelöli E  azon elemeinek (azon dobássorozatoknak) a számát, ame­
lyekben a fej i-szer (és így az írás n — i-szer) fordul elő. Az elemi valószínű­
ségszámításban jártas Olvasó könnyen látja, hogy bármely dobássorozatban 
a fejek és írások sorrendje lényegtelen, és hogy az ilyen dobássorozatok va­
lószínűsége pontosan pl ( 1 — p)n~l . Összegezés után kapjuk a fenti képletet. 
Az is belátható, hogy < (™) (binomiális együttható), só't tetszőlegesen 
választott ilyen számsorozathoz található dobássorozatok egy meg­
felelő E  halmaza.
így kimondhatjuk az alábbi definíciót:
0. D E F IN ÍC IÓ  Tetszőleges p, q £ [0,1] valós számok esetén p szim ulálja 
q-t, ha található olyan n  6 N természetes szám, és olyan aj < Q) természe­
tes számok 0 < i < n, amelyekre
q = '5 2 aiPl (1 - p ) n~l ■
i= 0
Dolgozatunkban a következő kérdést feszegetjük: a [0,1] halmaz mely 
részhalmazai szimulálhatóak egyszerre (egyetlen p számmal), illetve adott p 
szám a [0, 1] halmaz milyen részhalmazát szimulálja?
Néhány észrevételt máris tehetünk. A „p szimulálja g-t” reláció nyilván 
reflexív (azaz minden p szimulálja önmagát), és könnyen láthatóan tranzi­
tív (ha p szimulálja q-t n hosszú dobásokkal, és q szimulálja r-et m  hosszú 
dobásokkal, akkor p szimulálni fogja r-et n ■ m  hosszú dobásokkal). Ennek 
belátását az Olvasóra bízzuk. Az ilyen tulajdonságú relációkat a matemati­
kában előrendezésnek, angolul preorder-nek nevezzük. Nyilvánvalóan 0-át 
és 1-et minden p 6 [0 , 1] valós szám szimulálja, és általában p egyszerre szi­
mulálja (vagy nem szimulálja) q-t és (1 — q)-t. Továbbá, ha p egyszerre szi­
mulálja q-t és r-et,akkor szorzatukat, q-r-et is. A fentiekből az is következik, 
hogy ha p szimulálja a q, r, s € [0, 1] számokat, akkor a qr +  (1 — q)s szá­
mot is. Ezt a különös tényt a 6. Tétel bizonyításában majd használni fogjuk, 
ezért nevezzük (@) tulajdonságnak. Megemlítjük még azt az önmagában is 
érdekes algebrai tényt, hogy: tetszőleges p € [0, 1] szám által szimulált valós 
számok halmaza nem más, mint a {0, 1} halmaz (algebrai) lezártja egyetlen 
kétváltozós műveletre, nevezetesen az / (x ,y)  :— px + (1 — p)y műveletre 
nézve.
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Mit állíthatunk még a „p szimulálja q-1” relációról? Mint a bevezető- 
ben is látjuk, olyan érméket érdemes terveznünk, melyek egyszerre több, 
számunkra „hasznos” valószínűséget egyszerre szimulálnak. Mint például az 
1/ 2-et és az 1/3-ot. De miért kellett olyan bonyolult számot választanunk,
mint a '*+6^  ~  0, 7886? Például, racionális számot nem találhattunk volna? 
Sajnos nem. Eló'ször is: 1/2 nem szimulálja 1/3-ot. Márpedig azért nem, 
mert az 1/2 által szimulált számok, a Ylf=o —p)n~ l alakú kifejezé­
sek, olyan racionális számok, melyek nevezó'i 2-nek hatványai. Másodszor 
pedig: 1/2-et csak egyetlen racionális szám tudja szimulálni: önmaga. Le­
gyen ugyanis p = j: olyan racionális szám, mely szimulálja 1/ 2-et, persze j  
és k relatív prímek. Ekkor
\  = Y l aw l(l  - p ) n~ l
Z i=0
Ha most frj =  (?) — aj, akkor a binomiális tétel miatt
Ne feledjük, hogy öq +  &o =  (g) =  1? vagyis egyikük 0, mondjuk aQ Ekkor
vagyis kn = üijl~^{k — j ) n~ , azaz j  | kn amiből j  =  1 következik,
hiszen k és j  relatív prímek. De mivel 1 — p = (k — j ) / k  =  (k — l) /k  szintén 
szimulálja 1/ 2-et, így hasonló okoskodással azt is kapjuk, hogy A: — 1 =  1. 
Vagyis j  =  1, k = 2, azaz p — 1/2, Q.E.D. Végül harmadszor: hasonló, bár 
kissé hosszadalmasabb gondolatmenettel az is megmutatható,hogy 1/3-ot 
csak két racionális szám tudja szimulálni: az 1/3 és a 2/3.
A fenti három tényből pedig valóban az látszik, hogy 1/2 és 1/3 semmilyen 
racionális számmal nem szimulálhatok egyszerre.
(Általában az a tény is a fentiekhez hasonlóan igazolható, hogy tetszőleges 1- 
nél nagyobb N  négyzetmentes szám esetén az 1/iV számot csak két racionális 
szám szimulálhatja: 1/N  és (N  — l)/iV).
A fentiek azt mutatják, hogy a racionális számok által szimulált való­
színűségekre nagyon erős (oszthatósági) feltételek kell, hogy teljesüljenek. 
Azonban irracionális (de még mindig algebrai) számokkal sokkal rugalma­
sabban lehet akárhány (de véges) számot egyszerre szimulálni, mint azt az 
alábbi tételek mutatják.
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1. TÉ T E L  Legyen F  C Q a racionális számok egy tetszőleges véges rész­
halmaza, és F  C [0,1]. Ekkor létezik egy olyan p € [0,1] valós szám, amely 
egyszerre szimulálja F  minden elemét.
A Tétel bizonyítását az alábbi két állításra alapozzuk:
r * * /  1 \  í l ~ l  -i
2. ÁLLÍTÁS Tetszőleges n > 1 természetes szám esetén (1 — — 1 > -
BIZO N Y ÍTÁ S: Tekintsük az f (x )  := ( l  — ^  függvényt.
Mivel lim f (x )  = \  és lim f ix )  =  +oo könnyen látszik, ezért elegendő'
z —>oo e  X —» O + o '
azt megmutatnunk, hogy /  monoton csökkenő'. Ha deriválunk:
Mivel ln(x) < x  — 1 minden x  6 (0,1) valós számra, ezért In ( l  — j ^  
ha x > 1. Ebből pedig f '{x)  < 0, vagyis /  monoton csökkenése következik.
3. ÁLLÍTÁS Tetszőleges z € [0,1/e] valós és n G N természetes számhoz 
található olyan p € [0, 1] valós szám, amelyekre
np{ 1 - p ) n_1 =  2
(azaz az egyenlet p-re megoldható).
B IZO N Y ÍTÁ S: n =  1 esetén egyszerűen p = z. Legyen most n > 1. Ekkor 
p = 0 esetén az egyenlet bal oldala 0, ami z-nél kisebb; p =  1/n esetén pedig 
a bal oldala 1/e-nél nagyobb (az 1. Állítás alapján), így z-nél is nagyobb. 
Márpedig a bal oldal p-nek folytonos függvénye, vagyis valóban létezik 0 és 
1/n  között olyan p valós szám, mely kielégíti az egyenletet. ■
Ez utóbbi állítás azt mondja, hogy ha egy érmét, (mely p valószínűséggel 
fej), n-szer feldobunk, pontosan 2 annak a valószínűsége, hogy egy fejet 
dobunk, n-et pedig a Tétel bizonyításában választjuk meg, a szimulálni 
kívánt racionális számok F  halmazától függően.
Az 1. TÉ T E L  B IZO N Y ÍT Á SA : Legyen F elemei nevezőinek maxi­
muma N, mondjuk N  > 4, és legyen n = N \ /3. A 3. állítás szerint az 
np(l — p),i_l =  1/3 egyenletnek van p G [0,1] megoldása. Ebből már követ­
kezik az, hogy p minden
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alakú racionális számot szimulál, ha 0 < a < (”) =  n — N I /3. Például az 
1 /3 ,1 /4 ,... , 1/TV számokat. Mint az 1. Tétel kimondása előtt megállapítot­
tuk, ha p szimulálja q-1, akkor (1 — q)-t is, só't ha még r-et is, akkor a qr 
szorzatot is szimulálja p. Vagyis esetünkben p még a 2 /3 ,3 /4 ,... , (TV — 1)/TV 
számokat is szimulálja. Sőt, 2/3 - 3/4 =  1/2-et is. (Itt használtuk ki az TV > 4 
feltevést.) Mivel tetszőleges j / k  alakú racionális szám előáll az eddig szimu­
lált racionális számok véges szorzataként:
Í _  j  j  + 1 j  + 2 k -  1
k j  + 1  j  + 2 j  +  3 k
( feltéve, hogy 1 < j  < TV), ezért p valóban minden olyan j / k  törtet szimulál, 
melynek nevezője TV-nél nem nagyobb. TV választása miatt ez pedig azt 
jelenti, hogy p valóban szimulálja F  minden elemét. ■
Módszerünkkel irracionális valószínűségek bizonyos halmazairól is meg­
mutatható, hogy a halmaz minden eleme szimulálható egyetlen p valószínű­
séggel: Legyen F  tetszőleges olyan véges részhalmaza a [0,1/e] intervallum­
nak, hogy F  bármely két elemének hányadosa racionális. (Azaz F C Q • £ 
valamilyen £ G ffi valós számra, ahol Q • £ := {r • £|r G Q}.) Legyen F  leg­
nagyobb eleme z. Ekkor F  minden eleme z-nek racionális többszöröse, azaz 
valamilyen TV közös nevezővel
p  _  í Z J l  ZJ2 z j m  \
\ Z' TV ’ TV TV J
ahol persze 71,72, • • • ,jm  TV-nél kisebb egész számok. Mivel z < 1/e, így a 3. 
Állítás miatt az TVp(l -  p ) ^ -1 =  z egyenlőség teljesül valamilyen p G [0,1] 
valós számra. Ez a p szám minden z j /N  számot szimulál, ha j  < TV, vagyis 
p szimulálja F  minden elemét.
Az F-re tett 1/e felső becslés is kiküszöbölhető. Mi eddig csak az 
np(í — p)"~ 1 =  z egyenlőséget oldogattuk meg p-re, azaz a szimulálás­
kor egyetlen fejet írtunk elő, a többi dobás írás volt. n sajnos elég nagy 
is lehetett, pl. a nevezők közös többszöröse. Az 1/e felső becslés pedig a
/ , \ n—1 ,
lim 1 — A ) = 4  egyenlőségből adódott (Id. 2. Állítás). Azonban, ha
több fejet is megengedünk, az 1/e  korlát várhatóan átléphető.
Ezt a
27
egyenlőség (x G 1. tetszőleges) teszi lehetővé, hiszen így minden 2  G [0,1] 
szám esetén k-t és no-át elég nagynak választva (no > k) a
egyenlet minden n > uq szám esetén megoldható p-re, p G [0,1], és a fenti 
bizonyítás gondolatmenete megismételhető'. Ez bizonyítja alábbi Tételünket:
4. TÉTEL Legyen F  C [0,1] egy olyan véges részhalmaz, amelynek bármely 
két elemének hányadosa racionális. (Azaz € 1  F  C <Q> • £.) Ekkor létezik 
egy olyan p G [0,1] valós szám, amely szimulálja F minden elemét.
A Tételre most egy másik bizonyítást adunk:
B IZO N Y ÍTÁ S: A számolások egyszerűsítése végett tegyük fel, hogy 1 0 F. 
Legyen F legnagyobb eleme 2 , és írjuk fel F  elemeit 2 racionális többszörö­
seiként:
ahol j i ,  j2) ■ • •, jm  < n  és IV G N. 2  < 1 miatt találhatunk olyan elég nagy 
n  egész számot, amelyre
1 + n N
2n > 2
Osszuk el maradékosan (”)-t iV-el, legyen qi a hányados, < N  pedig a 
maradék (i =  1, 2, . . .  , n), azaz (1) =  N  ■ q{ +  r.j. A bizonyítás kulcsa az a 
tény, hogy az alábbi (*) egyenletnek van p G [0,1] valós gyöke:
Ha már megtaláltunk egy ilyen p-1, akkor persze p az összes
alakú számot szimulálja, azaz F  minden elemét is, q.e.d.
Már csak a (*) egyenletet kell megoldanunk, p = 0 esetén a bal oldal 0, 
ami 2-nél kisebb; p — 1/2  esetén pedig nem más, mint
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Mivel pedig az egyenlet bal oldala p-nek folytonos függvénye, így valóban 
létezik 0 és 1/2 között olyan p valós szám, mely kielégíti az egyenletet, 
így teljes mértékben beláttuk a 4. Tételt. ■
Vegyük észre, hogy az 1. Tétel bizonyításában szerepló' p egy racionális 
együtthatójú polinom gyöke, az ilyen valós számokat algebrai számoknak 
nevezzük. (Közismert, hogy az algebrai számok halmaza testet alkot a szo­
kásos +  és • műveletekkel, résztestként tartalmazza Q-t és részteste ffi-nek. 
Mivel az 1. Tételben F  elemei is racionális számok voltak, így p nem is 
lehet más, mint algebrai. A „p szimulálja q-t" reláció definíciója miatt ha 
p, q £ [0 , 1] és p szimulálja q-t, akkor /(p ) — q valamilyen egész együttha­
tójú polinomra, vagyis ha p és q valamelyike algebrai szám, akkor a másik 
sem lehet más. Általában még az is igaz: ha p, q £ [0, 1] és p szimulálja q-t 
akkor Q[p] =  Q[g], ahol tetszó'leges 2 £ ffi. valós számra
Q[.z] =  {?• £ ffi | 7- algebrai Q(z) felett}
és
Q(z) =  ffi legkisebb azon részteste, mely tartalmazza Q — t és z — t.
Ebből az is következik, hogy ha p szimulálja valamely F  C [0,1] halmaz 
elemeit, akkor F \  {0.1} minden q elemére Q[p] =  Q[g] feltétlenül teljesül. 
Vagyis tetszőleges F  C [0,1] halmaz elemeit csak akkor lehet egyetlen p 
valószínűséggel szimulálni, ha F  \  {0,1} minden q,r elemeire <Q[q] =  Q[r]. 
Nem tudjuk azonban, hogy a fenti feltétel elegendő-e. Például azt sem 
tudjuk, hogy és vagy pl. i  és szimulálhatók-e egyszerre.
Mely F  C [0,1] halmazok elemeit lehet egyetlen p valószínűséggel szi­
mulálni? Tételeink erre nem adnak általában teljes választ.
Pontosabban, ffi tetszőleges részhalmazaira ugyan nem tudjuk a választ, 
azonban ha csak racionális számokra szorítkozunk, akkor pontosan le tudjuk 
írni azon F  C Q részhalmazokat, melyeket egy (tetszőleges valós) szám 
szimulál. Eredményünk az alább következő két Tételből fog következni. 
Mindezekhez két jelölésre lesz szükségünk.
Ha N  £ N tetszőleges természetes szám, akkor jelölje QN azon racionális 
számok halmazát, melyek nevezői N -nek hatványai, azaz legyen
Qn  ■= : j ,k  e z }  (N  £ N)
Jelölje továbbá Sp a p által szimulált számok halmazát, azaz legyen 
Sp '■= {q € [0, 1] : p szimulálja q — t} (p £ [0, 1])
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5. TÉ TE L Legyen p G [0,1] tetszőleges. Ekkor Sp Pl Q C QN valamilyen 
N  € N számra.
B IZO N Y ÍTÁ S: A bizonyítás alapötlete Martin Goldsterntől származik.
Ha p nem algebrai, akkor, mint már észrevettük, SpflQ =  {0,1}, vagyis 
a Tétel állítása nyilvánvalóan teljesül.
Tehát p algebrai. Legyen
f ( x )  = avx n +  an- \ x n~ l +  • • • + a\x  + ao
egy olyan minimális fokú egész együtthatós polinom (nem azonosan nulla), 
melynek p gyöke, és an > 0. Megmutatjuk, hogy fl Q C Qan.
0 és 1 nyilván elemei Qan-nek. Legyen tehát q G Sp D Q \  {0,1}. Mivel p 
szimulálja q-1, ezért q = g(p) valamely
g(x) = bmx m + bm- ixm_1 ------h bix + b0
egész együtthatós polinomra. Ekkor g(p) — q = 0, de mivel f (x)  minimális 
fokú polinom volt, ezért f {x)  osztója g(x) — </-nak, azaz
(*) 9(x) -  q =  /(* ) • h(x),
ahol
h(x) = ckx k +  cfc_ 1xfc_1 H-----+  c\x  +  c0
egy racionális együtthatós polinom. A (*) egyenlet a polinomok fokszámaira 
és együtthatóira a következő egyenletrendszert jelenti:
m  = n + k 
b m  ~  a n  ‘ Cp
b m — 1 =  a n  ' C k — 1 d~ ®n— 1 '
b m —2 =  '  Cfc— 2  d -  &n —\  ' Ck —1 d ~  a n — 2  ' C k
b\ — ak • Cq A do * ci
b0 q — a0 • Co
ÁLLÍTÁS: (an ),+1 • Ck-i mindig egész szám, ha i =  0 ,1 , . . . ,  k. 
B IZO N Y ÍTÁ S: i-re vonatkozó indukcióval. Az i =  0 esetet a fenti második 
egyenlőség igazolja. Más i index esetén pedig induljunk ki a
b m - i  — a n  ■ Cfc- L d- d n — \  ■ Ck _ i + 1 +  a n- 2 • Ck _ 1+2 d" • • •
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egyenlőségből. Mindkét oldalt (an)J-ve 1 szorozva kapjuk, hogy
( a n ) ' bm —i — ( a n ) í +  ( a n )  ' Ö n - l ' c fc—i + l  +  í ^ n )  "a n —2 ' c fc—l + 2 “k ' ' ' ■
Az egyenlőség bal oldala egész szám, és az indukciós feltétel szerint a bal 
oldal mindegyik tagja is egész, az első kivételével, így az első tag is egész 
szám. Ez bizonyítja állításunkat.
Az állítás szerint (i =  k) j  =  (an )*+1 • co egész szám, de így a £>o — q =  
0() • co egyenlőség miatt
q =  b() — a,Q ■ j / (c in )  €  Q a n i
mint állítottuk. ■
6 . TÉ TE L Minden N  e N természetes számhoz van olyan p G [0,1] valós 
szám, amelyre Sp D Q D Qn  fi [0, 1].
B IZO N Y ÍTÁ S: Legyen N e  N adott. Az 1. Tétel szerint van olyan p e 
[0,1], mely szimulálja az . . . ,  jj-, jj-, . . . ,  számokat. Megmutatjuk, 
hogy p szimulálja Qjy D [0,1] minden elemét, azaz p szimulál minden N 1' 
nevezőjű törtet.
A-ra vonatkozó teljes indukcióval bizonyítunk. A k =  1 esetet p válasz­
tása igazolja. Az indukciós lépéshez legyen k rögzített, és tegyük fel, hogy 
p szimulál minden N k nevezőjű törtet, és legyen j  < N k+Í. Megmutatjuk, 
hogy p szimulálja a j / N k+1 törtet is. Osszuk el j -1 maradékosan N k-val, 
azaz legyen j  =  qNk + r, 0 < q < N  és 0 < r < N k.
Az indukciós feltétel és p választása miatt p  szimulálja az r  =  és
az racionális számokat, és a két utolsó szorzatát, z = számot
is. Ha y = 1, akkor a bevezetőben említett @ tulajdonság miatt p szimulálja 
a
q_ L  _  q_\ r ^  q r qNk +  r ^  j
N  +  V N )  (N  -  q)Nk N  N k+1 N k+i Y fc+1
számot is, mint állítottuk. ■
A fenti két Tételt összevetve szükséges és elégséges feltételt kapunk arra, 
hogy racionális számok mely részhalmazai szimulálhatok egyetlen p e  [0,1] 
valós számmal:
7. K Ö V E TK E ZM ÉN Y  Tetszőleges F  C Q n  [0,1] részhalmazhoz ponto­
san akkor létezik egy p € [0, 1] szám, mely F  minden elemét szimulálja, ha
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valamilyen TV £ N természetes számra F  minden elemének nevezője TV-nek 
hatványa, azaz F  C Q,y. ■
Most részletesebben megvizsgáljuk, hogy a bizonyításainkban felhasz­
nált p számok milyen racionális számokat szimulálnak. Legyen TV > 4 pozitív 
egész, n = TV!/3 és legyen p az np{ 1 — p)” 1 =  |  egyenlet megoldása. Az 1. 
Tétel bizonyításában láttuk, hogy p szimulálja az összes, TV-nél nem nagyobb 
nevezőjű törtet. (Valójában ez TV = 3 esetén is igaz, mint cikkünk beveze­
tőjében írtuk.) A 6. Tétel bizonyításában láttuk, hogy ekkor p Qjg n  [0,1] 
elemeit is szimulálja. Sőt, az érvelést továbbfejlesztve az is belátható, hogy 
Q n \ n [0, 1] elemeit, is szimulálja p. Ez következik az alábbi Állításból:
8 . ÁLLÍTÁS: Legyenek p és TV mint fent, M  és k pozitív egészek, 2 < k < 
TV, és tegyük fel, hogy p szimulálja az összes j / M  alakú törtet,ha 0 < j  < M. 
Ekkor p a j / M k  alakú törteket is szimulálja minden 0 < j  < M k  esetén.
B IZO N Y ÍTÁ S: Legyen 0 < j  < M k.  Osszuk el j - t  maradékosan M- 
el, azaz legyen j  = Mq  +  r, 0 < q < k és 0 < r < M. A feltétel 
szerint p szimulálja a és az racionális számokat. Mint a 6. Tétel
bizonyításában láttuk, p szimulálja a
Q ( 1 _  q \  1 _  Mg + r = J _
k V k )  k -  q M  Mk M k
számot is, mint állítottuk. ■
Az 5. Tétel bizonyítását alaposabban megvizsgálva a következőket 
mondhatjuk: p nyilván algebrai, hiszen a g(x) =  3?u:(l — x )n~ 1 — 1 =  
TV!m(1 — x )n 1 — 1 egyenlet gyöke. Legyen f{x)  olyan minimális fokú (nem 
azonosan nulla) egész együtthatós polinom, melynek p gyöke, és legyen /  
főegyütthatója a. Az 5. Tétel bizonyításakor láttuk, hogy p csak a Qa O[0,1] 
halmazban levő racionális számokat szimulálja.
Mit tudunk mondani a  értékéről?
Egy egész együtthatós polinom együtthatóinak legnagyobb közös osztó­
já t nevezzük a polinom tarta lm ának , és nevezzünk egy polinomot p rim i­
tívnek, ha tartalm a 1. Az ún. Gauss Lemma szerint (pl.[Fr] 100. old. 3.39 
Tétel) primitív polinomok szorzata is primitív polinom.
g(x) polinomunk nyilván primitív, hiszen konstans tagja - 1, és /(x)-ről 
is feltehetjük, hogy primitív. Mivel f (x )  minimális fokszámú, ezért g(x)-nek 
osztója, azaz g(x) = f i x )  ■ h(x) valamilyen h(x) racionális együtthatójú 
polinomra. Hozzuk h,(x) együtthatóit közös nevezőre, majd emeljük ki a
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számlálók legnagyobb közös osztóját, ekkor h(x)-et £ h*(x) alakban írhatjuk, 
ahol h*(x) primitív egész együtthatós polinom. Ekkor K  ■ g(x) = j  ■ f (x )  ■ 
h*(x). A bal oldal tartalm a k, a jobb oldalé j  a Gauss Lemma alapján, vagyis 
j  = k, így h(x) =  h*(x). Ebből következik, hogy h(x) egész együtthatós 
primitív polinom. Továbbá, g{x) főegyütthatója ±iV!, és g(x) =  f (x )  ■ h(x), 
így a | N\ amiből Qa C QN\ következik. Mivel tudjuk, hogy p szimulálja 
Qn \ G [0 , 1] minden elemét, és p csak a Qa fi [0, 1] halmazban levő racionális 
számokat szimulálja, ezért
SpDQ = Qn \ n [0, 1]
Például, N  =  3 esetéit kapjuk, hogy a bevezetőben említett p — 
szám által szimulált racionális számok halmaza pontosan Qß Pl [0, 1].
Az 5. Tételt könnyen általánosíthatjuk Q helyett Qte-re is, ahol z £ M 
tetszőleges valós szám, és
(Qz := {qz | q G Q}
9. T É T E L  . Legyenek z G Ä és p € [0,1] tetszőlegesek, z /  0. Ekkor van 
olyan N  G N természetes szám, amelyre Sp D Qjyz C (Qnz ) Pl [0,1], ahol
Qn z =  { q z \q €  Qn }-
BIZO N Y ÍTÁ S: (I) Legyen először z transzcendens, azaz nem algebrai. 
Ha p 2-nek egyetlen nemnulla többszörösét sem szimulálja, akkor nincs mit 
bizonyítanunk. Tegyük fel tehát, hogy p szimulálja 2-nek valamely nem­
nulla többszörösét. Ekkor p algebrai Q(z) felett (Q(z)-vel jelöljük a Q szám­
test 2 számmal való transzcendens bővítését), ezért van egy minimális fokú 
f ( x )  polinom, melynek együtthatói Q(2)-ből valók, és melynek p gyöke. 
f ( x )  együtthatói 2-nek racionális együtthatós törtfüggvényei2) de a neve­
zők közös többszöröseivel bővítve feltehetjük, hogy f(x )  egész együtthatójú 
polinom. Azaz
f ( x )  =  an ( z ) x n +  an- i ( z ) x n 1 H------ f  a0(2 )
ahol a-i(z) egész együtthatós polinomok ha i = 0 ,1 , . . . ,n. Legyen an(z) 
főegyütthatója N , f ( x ) - e t esetleg —l-gyel beszorozva feltehetjük, hogy N  
pozitív. Megmutatjuk, hogy Sp fl Qz C Qjyz.
Racionális tö rtfüggvénynek  nevezzük két polinom  hányadosát. T ehát f ( x )  együ ttha tó i 
racionális együ ttha tó jú  polinom ok hányadosai.
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Legyen tehát q 6 Q, q ^  0 olyan, hogy p szimulálja qz-t. Valamely
g(x) = bmx m + +  b -----h +  bq
nemnulla egész együtthatós polinomra qz =  p(p), azaz p(p) — qz — 0. Ekkor 
/(x )  minimális fokszáma miatt q{x) — qz osztható /(x)-szel, vagyis
g(x) -  qz =  /(x ) • /i(x)
valamely h(x) polinomra, melynek együtthatói Qz-nek elemei. Azaz h{x) 
együtthatói z-nek racionális együtthatójú racionális törtfüggvényei, vagyis
h(x) — Cn(z)xn +  cn_ i(z)xn_1 H-------1- c0(z)
ahol Ci(z) racionális együtthatójú racionális törtfüggvények, i =  0 , 1, . . . ,  n. 
Az 5. Tétel bizonyításához hasonlóan az alábbi Állítást látjuk be:
9. ÁLLÍTÁS: Minden i = 0 ,1 , . . . ,  & esetén (an(z))i+l ■ Cf~_i(z) = di(z) 
teljesül valamely egész együtthatós d{(x) polinomra.
BIZO N Y ÍTÁ S: i-re vonatkozó teljes indukcióval, i = 0 esetén a 
an(z)ck(z) = bm, ami egész szám, vagyis d,q{z) = bm konstans polinom. Az 
indukciós lépéshez használjuk fel a
bm-i = On(z) ■ ck- i{z)  +  an_i(z) • ck_ i+i(z)  + ■■■
egyenló'séget. Mindkét oldalt (an(z))í-vel szorozva kapjuk:
(an (z))% ■ bm_i = (an (z))i+i • ck_i(z)  +  (a„(z))1 • an_ t (z) ■ cfc_ i+1(z) +  • • •
amiből az állítás az indukciós feltétel miatt következik. ■
Mivel g(x) — qz — f ( x )  ■ h(x), így bq — qz =  aq(z) ■ cq(z) Ha mindkét 
oldalt (an(z))/' + l-ve 1 beszorozzuk, az Állítás i = k esetét alkalmazva kapjuk: 
(an (z))k+1 ■ {bq -  qz) = aq(z) ■ (an(z))fc+1 ■ c0(z) = a0(z) ■ dk(z).
így
bo • (a„(z))fc+J -  qz ■ (,an(z))k+1 -  a0(z) ■ dk(z) = 0
De z transzcendens lévén a bal oldali polinom azonosan 0 kell hogy legyen 
(e ponton használjuk csak fel z transzcendens voltát).
Mivel pedig bq egész szám, szintúgy az an(x), aq(x) és a dk(x) polinomok 
is egész együtthatósak, ezért a q ■ x  ■ (an(x ) /  + 1 polinom együtthatói is 
szükségképpen egész számok. Speciálisan a főegyüttható, is egész
szám, vagyis q 6 Q/y, ami bizonyítja Tételünket.
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(II) Már csak azon eset maradt hátra, mikor 2 algebrai, de nem racio­
nális (a racionális eset éppen az 5. Tétel). Ez esetben Greg Call segített át 
minket a holtponton. Legyen tehát
j (x )  =  drxr +  dr- i x r~ l H-----+ do
olyan egész együtthatós nemnulla polinom, melynek 2 gyöke. Mint az (I) 
esetben, ha p 2-nek egyetlen nemnulla többszörösét sem szimulálja, akkor 
nincs mit bizonyítanunk. Ha pedig igen,akkor,mint a bevezetőben láttuk, p 
is algebrai. Legyen tehát
f ( x )  = anxn +  an- \ x n 1 -I-------\-a0
p minimálpolinomja, azaz egy olyan minimális fokszámú nemnulla, egész 
együtthatós polinom, melynek p gyöke. Megmutatjuk, hogy ez esetben N  = 
doan igazolja a Tétel állítását {z Y  0 miatt do Y  0). Mint eddig, feltehetjük, 
hogy do és an mindegyike pozitív.
Legyen q € Q, q Y  0 olyan, hogy p szimulálja qz-t. Ekkor g(p) =  qz 
valamely egész együtthatós nemkonstans g(x) polinomra. így 2 =  9ÍP)/(P 
és j(z)  =  0 miatt kapjuk:
0 =  qr • j  =  dr ■ Í9(p )Y +  9 ' dr- i  ■ (g(p))r~ l + • • • + / •  d0.
Legyen most q =  f  ahol s és t relatív prímek. A fenti egyenlőség mindkét 
oldalát tr ~^-el szorozva az alábbit kapjuk:
0 =  tr ■ dr ■ (g{p))r +  s • tr~ l ■ dr- \  ■ {g(p))r~ l + ---- b sr ■ d0/t
ami azt jelenti, hogy p gyöke valamely egész együtthatós (az utolsó tag 
kivételével) u(x) polinomnak. Pontosabban:
u(x) =  b,nxm +  6m_ xxm~x +  • • • +  ^
ahol bi mind egész számok. Mivel f(x )  minimális fokszámú polinom, mely­
nek p gyöke, ezért u(x) osztható /(x)-el, azaz u(x) = f(x )  ■ h(x) valamely 
racionális együtthatójú
h(x) =  ckx k +  ck_ xxk~ l -I-------hc0
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polinomra. Az 5. Tétel bizonyításában szereplő Állítás most is ugyanúgy 
igazolható, mint az 5. Tételben. így találunk olyan e egész számot, amelyre 
c0 =  e/(an )k+1. Ezért
, , srd0 ea0bo + —  = aoco = —
amiből t(eaQ — bo(a)t' + í ) =- srdo(an )k+í következik. így t osztója a baloldali 
mennyiségnek, de mivel t és s relatív prímek, ezért t \ do(an)* + l , amiből 
t | N k+Í következik, hiszen N  =  doan . így Q =  s / t  € Qpj. ■
Mint említettük, sok megoldatlan kérdésre nem ismerjük a választ, ha 
irracionális számokat akarunk szimultán szimulálni. Például szimulálható-e 
két tetszőleges [0, l]-beli algebrai szám egyszerre? Még az l / \ /2 ,  l / \ /3  pár 
esetén sem tudjuk a választ!
Végezetül megemlítjük a probléma általánosítását három- és több- ol­
dalú érmék esetére. Egy k-oldalú érm e pi,P2, ■ ■ ■ ,Pk valószínűségekkel esik 
oldalaira, ahol természetesen 0 < pi < 1 és p\ +  P2 +  • • • + Pk =  1- Az Olva­
sóra bízzuk annak definiálását, hogy egy (pi,P2, ■ • ■ ,Pfc)-érme mikor szimu­
lál egy (<?i, 92) • • •) <Zfc)-érmét. Az 1. Tétel szerint ha a pi,P2, ■ ■ ■ ,Pk számok 
mindegyike racionális, akkor a (pi,í>2> • • • ,Pfc)~érme szimulálható egy két­
oldalú érmével. A következő feladat megoldását az Olvasóra bízzuk. Nem 
nehéz belátni, hogy ha p szimulálja j-e t és j-ot, akkor az ( 5 , 3 , 3 ) három­
oldalú érmét is szimulálja. (Pl. a bevezetőben említett p = ■) Továbbá
az is könnyen belátható, hogy ha p szimulálja az ( 3 , 3 , 3) háromoldalú
érmét, akkor az j  valószínűséghez tartozó kétoldalú érmét is. A feladat: ta­
láljunk olyan p € [0, 1] számot, amelyhez tartozó kétoldalú érme szimulálja 
az ( 3 , 3 , 3 ) háromoldalú érmét, de nem szimulálja az ^ valószínűséghez 
tartozó kétoldalú érmét!
A dolgozatunkban tárgyalt problémát már [SzV]-ben is tárgyaltuk, meg­
oldatlan problémáinkat [Szl]-ben és [Sz2]-ben is terjesztettük. Hasonló ér­
dekes témákról olvashatunk még a [Pl], [P2] cikkekben, sőt [CV]-ben ki­
merítően körüljárják a szerzők a jelen cikkünkben (lényegében) központi 
szerepet játszó
y > , y ( i - r f ‘“ \
i=0
alakú polinomokat. (Sajnos ott sem találnak a szerzők olyan valószínűséget, 
mely egyszerre szimulálná az l / \ /2  és l / \ /3  számokat!)
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VERSATILE COINS 
I. SZÁLKÁI and D. VELLEMAN
\
Imagine a coin which, when flipped, comes up heads with probability 
Flipping it three times, the probability of getting either three heads 
or three tails would be 1/ 2, while flipping it twice the probability of getting 
one head and one tail would be exactly 1/3. We say that this funny coin 
simulates both the coins with probabilities of heads 1/2 and 1/3. In general 
we say that p simulates q if there is some positive integer n and positive 
numbers 0 < < (™) for i =  0, . . . ,  n such that
q =  -  p)n~l■
i=0
The main results of the present paper are:
T H E O R E M  1. Suppose F is a finite set of rational numbers and F  C [0,1]. 
Then ther is a (sungle) number p € [0,1] such that p simulates every element 
o fF .
T H E O R E M  4. Suppose F  C [0,1], F is finite, and the ratio of any two 
nonzero elements of F  is rational. Then there is a (single) number p £ [0,1] 
such that p simulates every element of F.
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CO RO LLA RY  7. Suppose F  C Qfi[0,l]. Then there is a (single) number 
p € [0,1] such that p simulates every element of F  iff for some positive 
integer N , all the denominatots of the elements of F are powers of N.
There are still many unanswered questions. E.g. if q and r are algebraic 
numbers between 0 and 1, must there be a number p € [0, 1] such that p 
simulates both q and r?  For example, l/y/2  and l /s /3  can be simulated by 





246. Legyen $  az X  halmazon értelmezett valós értékű és korlátos függvé­
nyek egy olyan osztálya, amely zárt az egyenletes konvergenciára, és amelyre 
teljesül, hogy / ,  g € $  és c 6 R  esetén f  + c, cf, max(/, g) S 4>. Le­
gyen /  : X  —> R, és tegyük fel, hogy minden e > 0-hoz van m  G N  
és vannak g \ , . . .  ,gm G <3> függvények úgy, hogy valahányszor x ,y  G X  és 
19i(x )~9i(y)\ ^  £ minden i =  1, . . .  ,m-re, akkor \ f ( x )  — f(y)\ < s. Mutassuk 
meg, hogy ekkor /  G
CSÁSZÁR ÁKOS
M egoldott feladatok
234. feladat. Tetszőleges valós x  esetén definiáljuk az an(x) sorozatot az 
alábbi rekurzióval:
ao(x) = x  és a„+1(x) =  a„(x)------(n =  0, 1, . . . ) .an(x)
a) Mutassuk meg, hogy ha az an(x) sorozat végtelen (azaz an(x) 0 
minden n-re), akkor a sorozat végtelen sok pozitív és végtelen sok 
negatív tagot tartalmaz.
b) Bizonyítsuk be, hogy ha az (en)^L0 előjelsorozat végtelen sok pozitív 
és végtelen sok negatív tagot tartalmaz, akkor létezik egy és csak egy 
olyan x  valós szám, amelyre az an(x) sorozat végtelen és an(x) előjele 
en minden n > 0-ra.
LACZKOVICH MIKLÓS
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Megoldás. Tegyük fel, hogy az an(x) sorozat végtelen és ak(x) > 0 minden 
k > n-re. Ekkor ak(x) >  1 minden k > n esetén, hiszen ha 0 < ak(x) < 
1, akkor ak+i(x) < < 0 . így az {ak(x )}kLn sorozat csökkenő és alulról 
korlátos, tehát konvergens. Ha A = limk->oo ak(x ), akkor A > 1 és A = 
H indoo a fc+1(x) =  limk_+00(ak(x) -  ( l / a k (x))) — A -  (1/A) < A, ami 
lehetetlen. Ezzel beláttuk, hogy an(x) < 0 végtelen sok n-re. Hasonlóan 
bizonyítható, hogy an (x) végtelen sokszor pozitív, amivel az a) állítást 
beláttuk.
A b) állítást bizonyítandó először is megmutatjuk, hogy minden (eo, 
. . . ,  en) véges előjelsorozathoz létezik pontosan egy olyan 2 =  2(eo, . . . ,  en) 
szám, amelyre ak(z) előjele ek minden k = 0, . . .  ,n-re, valamint an-|_i(.z) =
0. Ezt n szerinti indukcióval látjuk be. Ha n = 0, akkor könnyen láthatóan 
2(1) =  1 és z (—1) =  —1 megfelel. Legyen n > 0, tegyük fel, hogy az állí­
tás n — 1-re igaz, és legyen (eo, . . . , en) adott. Legyen y =  2( e i , . . . ,  en). 
Az x  — (l/x )  =  y egyenletnek két, különböző előjelű megoldása van. 
Könnyű ellenőrizni, hogy ezek közül az eo előjelű megoldás lesz az egyet­
len, 2(eo, - ■ ■, en)-nek választható szám. Az így definiált 2(eo , . . . , en) szá­
mokra könnyen láthatóan ak(z(e0, . . . ,  en )) =  z(ek, . . . ,  en) teljesül minden 
0 < k < n-re.
Legyen (eo,ei , . . . )  olyan előjelsorozat, amelyben végtelen sok pozitív 
és végtelen sok negatív tag van, és legyen Tk — {z{ef. , . . . ,  en ) : n > 
k} (k = 0,1, . . . ) .  Vezessük be az a(x) = x — (1/x) (x ^  0) jelölést. Mivel 
a(z(ek)) =  a(±l )  = 0 és a(z(ek , . . . , e n )) = z{ek+l , . . . ,  en) ha n > k, ezért 
a(Tk) =  Tk+i U {0} teljesül minden k-ra.
Megmutatjuk, hogy a Tk halmazok mindegyike korlátos. Ha m > 1 és 
x > m, akkor clí(x ) > 0 minden % < m-re. Ebből következik, hogy ai{x) < 0 
esetén x < i. Ha tehát ek+i =  —1, akkor ai(z(ek, . . . ,  en)) < 0, és így 
z(ek, . . .  , en ) < i minden n  > k + i esetén. Ezzel beláttuk, hogy Tk felülről 
korlátos, és az alulról való korlátosság ugyanígy bizonyítható.
Ha \z\ < M  teljesül Tk+i elemeire, akkor \z\ > 1 / (M  + 1) minden 
2 G Tk-ra, hiszen \z\ < k /(M  + 1) esetén (2)| > M  és a\(z) G Tk+i, 
ami lehetetlen. Legyen zk a Tk halmaz egy torlódási pontja, ekkor tehát 
zk ^  0 minden A:-ra. Megmutatjuk, hogy ak(zo) torlódási pontja T^-nak. Ez 
k = 0-ra nyilvánvaló. Ha az állítás A'-ra igaz, akkor ak(zo) ^  0, hiszen az 
előbb beláttuk, hogy 0 nem torlódási pontja X/c-nak. Mivel az a függvény 
folytonos és lokálisan egy-egyértelmű R  \  {0}-n, ebből következik, hogy 
ak+l(z0) =  a(ak(z0)) torlódási pontja T/u_)_i-nek. A Tk halmaz definíciójából
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következően minden z € Tk szám előjele ek. így ak{zo) előjele is ek minden 
&-ra, és ezzel a b) állításnak az x szám létezésére vonatkozó részét beláttuk.
Az egyértelműséget bizonyítandó tegyük fel, hogy x y, az ak(x) 
és ak(y) sorozatok végtelenek, továbbá ak(x) és ak(y) előjele megegyezik 
minden k-ra. Ha ak(x) > 0 > a*.+ i(x), akkor 0 < ak(x) < 1, továbbá 
ak{y) > 0 > ak+1(y), és így 0 < ak(y) < 1. Hasonlóan, ha ak{x) < 0 < 
ak+i(x), akkor —1 < ak(x) < 0 és —1 < ak(y) < 0. Mivel végtelen sok 
előjelváltás van, ezzel beláttuk, hogy \ak(y) — ak(x)\ < 1 teljesül végtelen sok 
k-ra. Másrészt meg fogjuk mutatni, hogy k —► oo esetén \ak(y)—ak(x)\ —> oo. 
Valóban,
hiszen ak(x) és ak(y) azonos előjelűek. Mint az imént láttuk, előjelváltásnál 
0 < ak(x) ■ ak(y) < 1, tehát a fenti egyenlőtlenség szerint ekkor \ak+i(y) — 
ak+i(x)\ > 2|ak(y) — ak(x) |. Mivel végtelen sok előjelváltás van, ebből 
következik, hogy \ak(y) — ak(x)\ —*• oo. Ez azonban ellentmond annak, hogy 
\ak{y) — ak (x)\ < 1 végtelen sok k-ra, és ezzel a b) állítást is bebizonyítottuk.
FÖLDVÁRI CSONGOR
235. fe ladat. Mutassuk meg, hogy az xy + z =  3, xz + y = 1, yz + x  = 0 
egyenletrendszer a racionális számok teste fölött gyökjelekkel megoldhatat­
lan, bár van valós x, y, z megoldása.
LACZKOVICH MIKLÓS és PETRUSKA GYÖRGY
Megoldás. Az első és harmadik egyenletet felhasználva kifejezhetjük x-et és 
z-1 7/-nal: x =  —3y/(l — y2), z = 3/(1 -  y2). Ezeket a második egyenletbe 
helyettesítve az
f ( y )  = y5 -  y4 -  2y3 + 2y2 -  8y -  1 =  0
egyenlethez jutunk. A feladat annak kimutatása, hogy az f(y )  polinomnak 
van valós gyöke (hiszen ez az eredeti egyenletrendszernek azonnal adja egy 
valós megoldását), de e polinom egyik gyöke sem gyökkifejezés a racionális
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számok teste felett. Az első állítás persze nyilvánvaló, hiszen f ( y ) páratlan­
fokú polinom.
Ami a második állítást illeti, azt a közismert kritériumot fogjuk hasz­
nálni, hogy ha egy egész együtthatós, irreducibilis és prímfokú polinomnak 
pontosan két nem valós gyöke van, akkor Galois-csoportja nem feloldható. 
Egyszerű függvényvizsgálat mutatja, hogy f(y ) -nak pontosan három valós 
gyöke van. Ami az irreducibilitást illeti, a normáltság miatt elég az egé­
szek feletti irreducibilitást bizonyítani. Ha /(y)-nak lenne elsőfokú faktora, 
akkor volna egész gyöke; de f (n )  minden n egészre páratlan. így csak az 
lenne lehetséges, hogy f(y)-nak  volna egy g(y) normált másodfokú faktora. 
/(0 ) =  —1 miatt e faktor konstans tagja ±1. így g(y) =  y2 +  ay ±  1. Behe­
lyettesítéssel azonnal látható, hogy /(3 ) =  101 és / ( —3) =  —229; mindkettő 
prímszám. g(3)|/(3) és g ( - 3 ) |/ ( —3) alapján </(3) + <?(-3) =  18 ±  2 (= 20 
vagy 16) megegyezne 101 és 229 egy-egy osztójának az összegével, ami lehe­
tetlen.
FRIED ERVIN
236. feladat. Jelöljük A^-nel azon pontok maximális számát R n-ben, me­
lyek közül bármely kettő távolsága 0,99 és 1 közé esik. Mutassuk meg, hogy 
alkalmas c > l-gyel A n > cn (n =  1,2, . . . ).
LACZKOVICH MIKLÓS
Megoldás. Legyenek e és a rögzített, 0 és 1 közé eső számok, és legyen 
A n az { l , . . . , n}  halmaz [an]-elemű részhalmazainak egy maximális olyan 
rendszere, amelyben bármely két halmaznak ffan-nél kevesebb közös eleme 
van. Ha H  € A n, akkor legyen xjj =  ( h \ , . . . ,  hn ), ahol hi =  1 ha i G H  és 
hi =  0 ha i £ H. Könnyű ellenőrizni, hogy H, K  £ A n, H ^  K  esetén
Legyen y = l / \ / 2  [an\ és A  =  {y ■ x #  : H  6 A n}, ekkor 1 — e < | a  — 6 | < 1  
teljesül minden a, b € A, a ^  b-re. így elég megmutatni, hogy minden ff­
hoz megválaszthatjuk a-t úgy, hogy alkalmas c > l-gyel \An\ > cn teljesül 
minden elég nagy n-re.
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Az A n halmazrendszer maximalitásából következik, hogy minden [an]- 
elemű B  C halmazhoz van olyan H  G A n, amelyre \B fi H\ >
[ean], Nyilvánvaló, hogy egy adott H  G Mn-hez legfeljebb
ilyen B  létezik, amiből azt kapjuk, hogy
( 1 )
Ezt felhasználva be fogjuk látni, hogy ha a elég kicsi, akkor \An\ > cn 
valamely c > 1-gyel. Ehhez szükségünk lesz az elemi (rn/e)m < m! < 
m • (m /e)m (m > 7) becslésre. Először is megmutatjuk, hogy ha x > 8, 
k egész, és |x — < 1, akkor
(x/e)x/x  < k\ < 3x2(x/e)x .
Valóban,
Az alsó becslés hasonlóan adódik. Ma most (ij-ben a binomiális együttható­
kat kifejezzük a megfelelő faktoriálisokkal, majd ezeket a fenti egyenlőtlen­
ségek segítségével megbecsüljük, akkor azt kapjuk, hogy \An \ > K n MCn , 
ahol a K  és M  konstansok csak er-tól és a-tól függnek (tehát n-től nem), 
továbbá
e£a(l -  e)2(a~£a)
~  (1 -  £a)1~£aaea '
Könnyű ellenőrizni, hogy lima_^+o C l 'a = oo, tehát elég kis a-ra C > 1. Ha 
a-t és C-t ily módon rögzítjük, és választunk egy 1 < c < C számot, akkor 
azt kapjuk, hogy \An \ > cn minden elég nagy n-re.
LACZKOVICH MIKLÓS
Megjegyzés. A feladat kitűzőjének (és megoldójának) csak utólag jutott tu­
domására, hogy a feladat állítása Erdős Pál és Füredi Zoltán tétele. Közös
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dolgozatukban (P. Erdős and Z. Füredi, The greatest angle among n points 
in the d-dimensional Euclidean space, Annals of Discrete Mathematics 17 
(1983), 275-283) számos érdekes eredmény található azon szögek maximu­
máról, amelyeket n pont határoz meg. A feladat állítása azzal egyenértékű, 
hogy alkalmas c = c(e) >  1-re R n-ben meg lehet adni cn pontot úgy, hogy 
az általuk meghatározott szögek mindegyike kisebb (n/3) +  gr-nál. Erdó's és 
Füredi azt is megmutatták, hogy ha 0 < c < 1, akkor R"-ben bármely 
(1 +  c)n pont között van három olyan, hogy az általuk meghatározott szög 
nagyobb (7t/ 3) + (c/4) — o(l)-nél.
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1992. július hatodika ás tizediké között rendezték meg Párizsban az első 
Európai Matematikai Kongresszust. Dolgozatomban az elhangzott előadá­
sok egy részéről — szubjektív válogatás alapján — kívánok tömören beszá­
molni. A kongresszusnak két magyar előadója volt: Babai László és Lacz- 
kovich Miklós: mindkettőjük előadása (az áttetsző bizonyításokról, illetve 
a paradox felbontásokról) nagy sikert aratott. Részletesebb ismertetésükre 
azért nem térek ki, mert a hazai matematikus társadalom jól ismeri mindkét 
matematikusunk munkásságát.
Elsősorban a matematikai fizikai előadásokról szerzett benyomásaimat 
foglalom össze; a kongresszuson elhangzott 50 előadás fele valamilyen formá­
ban kapcsolódott a fizikához, ami azt bizonyítja, hogy az elmúlt századok­
hoz hasonlóan a matematika fejlődésének jelenleg is a fizika a legjelentősebb 
„külső” forrása. A matematikai fizikai előadásokat méltó keretbe foglalta M. 
Donaldson nyitó- és V. I. Arnold záróelőadása.
Donaldsont 1986-ban Fields-éremmel tüntették ki a 4-sokaságok leírása 
terén elért eredményeiért. Bebizonyította, hogy léteznek úgynevezett egzoti­
kus négydimenziós euklideszi terek, azaz olyan terek, amelyek topológiailag 
ekvivalensek, de nem diffeomorfak (nincs olyan inverzével együtt sima leké­
pezés ami egymásba átvinné őket). Ilyen terek csak négy dimenzióban lé­
teznek, érdekességük, hogy van olyan kompakt részhalmazuk, amelyet nem 
tartalmazhat egyetlen differenciálhatóan beágyazott 3-gömbfelület belseje 
sem. Módszereit a matematikai fizikából „kölcsönözte” : tömören azt mond­
hatjuk, hogy a Maxwell-egyenletek nem-lineáris általánosításaiként felfog­
ható Yang-Mills-egyenletekhez tartozó variációs probléma megoldásai - 
az instantonok — paramétertere (moduláris tér) hordozza a geometriailag 
érdekes információt. A differenciálegyenletek elméletének geometriai alkal­
mazásában ez a módszer mindeddig egyedülálló. Fizikus nyelvre lefordítva
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Donaldson elméletének lényege a részecske-mező kettősség. Emellett Do­
naldson olyan új invariánsokat vezetett be, amelyekkel a topológikusan ek­
vivalens, de nem diffeomorf 4-sokaságok megkülönböztethetők. Donaldson 
előadásában összefoglalta az elméletben 1986 óta elért legfontosabb eredmé­
nyeket; ezeknek két fő irányuk van:
1. az invariánsok kiszámítási módszereinek fejlesztése;
2. újabb alkalmazások a 4-sokaságok, és a beágyazott 3-sokaságok to­
pológiai tulajdonságainak vizsgálatára.
Arnold ismertette a Vasziljev-féle diszkrimináns elméletet, amely több 
meglepő matematikai alkalmazás mellett lehetőséget teremt a csomóknak a 
Jones polinomokkal megadott topológiai osztályozásnál finomabb topológiai 
osztályozására (Jones 1990-ben kapott Fields-érmet a csomók — nem teljes 
— osztályozásáért). A diszkriminánsok — tömören szólva — függvényte­
reknek olyan részhalmazai, amelyek a többieknél „szingulárisabb” objektu­
mokból (függvények, sokaságok, leképezések) állnak.
M. Kontsevich eredményei szinte lefedik a modern kvantumtérelmélet 
Jones és Arnold által körvonalazott szerteágazó matematikai apparátusát.
M. Berry a kvantumkáosz elméletének egyik úttörője: a hetvenes évek 
óta vizsgálja a kérdéskört. A kvantumkáosz elméletének alapfeladata a kao­
tikusán viselkedő klasszikus mechanikai rendszerekhez rendelt Schrödinger- 
operátorok spektrális tulajdonságainak leírása: annak az általánosan elfoga­
dott hipotézisnek az igazolása, illetve cáfolata konkrét mechanikai rendsze­
rekre, hogy az energia-spektrum eloszlása a véletlen mátrixok spektrumának 
eloszlásához (Wigner-eloszlás) hasonlóan viselkedik. Ez a jelenség jelenleg 
a leghatékonyabban a Riemann-féle számeleméleti ^-függvénynek dinamikai 
analogonjai segítségével tanulmányozható. M. Berry az e tárgykörben elért 
legújabb eredményeit ismertette. Számos ilyen analogont definiáltak, ezek 
a kvantummechanika mellett a statisztikus mechanikában is fontos szerepet 
játszanak . Példaként álljon itt a —1 görbületű kompakt felületeken a geo- 
détikus áramláshoz rendelt Selberg-féle (^-függvény definíciója: Legyen P  a 
7  periodikus geodétikusok halmaza, T(7 ) a 7 hossza.
C O )  =  I I  (f -  ex p (-sT (7)))-1 
7 G-P
A Z(s) = 
nek „nemtriviá’
függvény analitikus egész függvény, mely-
00 - 1
n  c o  + n)
n — 0
is” zérushelyei szoros kapcsolatban állnak a felületen értel­
mezett Laplace-Beltrami-operátor (a szabad részecske Schrödinger-operá- 
tora) sajátértékeivel.
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D. Zagier előadásában a klasszikus számelméleti ((-függvény speciális 
helyeken történő' kiértékelésének algebrai geometriai alkalmazásáról beszélt, 
demonstrálva a ((-függvény „univerzális” jelentőségét.
J. Fröhlich a fizikai mértékelméletben (gauge elmélet) alapvető fontos­
ságú Kac Moody algebrák reprezentációelméletének módszereivel ad ma­
gyarázatot az 1980-ban felfedezett kvantum Hali-effektusra. Hall a múlt 
században vizsgálta a mágneses térbe helyezett, a térre merőleges irányú 
árammal átjárt vezető ellenállását a fenti irányokra merőleges irányban. 
Alacsony hőmérsékleten, erős mágneses térben az ún. Hall ellenállás nem a 
klasszikus — lineáris — módon függ a térerősségtől, hanem lépcsősfüggvény- 
szerűen, és a lépcsősfüggvény ugrásai a Planck állandó jól meghatározott 
többszörösei.
Michéle Vergne előadása — a Lie-csoportok reprezentációelméletében 
elért új eredményeiről — közvetve szintén a matematikai fizikához kapcso­
lódott.
A fentiekben ismertetett előadások a kvantumfizika matematikai mega­
lapozásához kapcsolódtak. Végül két olyan előadásra hívom fel a figyelmet, 
amelyek a klasszikus fizikai káosz elméletéhez járultak hozzá.
J.-M. Bony a Boltzmann-egyenlet egy olyan változatára igazolja a 
Cauchy-feladat időben globális megoldásának létezését, amelyben a sebessé­
gek értékkészlete diszkrét, az ütközési integrált egy Markov-típusú valószí­
nűségi átmenet helyettesíti. Az eredeti Boltzmann-egyenlet — a közepesen 
ritkított gázok statisztikus mechanikájának alapegyenlete — több mint 100 
éve ellenáll a matematikusok megoldási kísérleteinek: csak az egydimenziós 
változatra létezik hasonló eredmény, három dimenzióban csak időben lokális 
megoldás létezését sikerült igazolni.
J.-C. Yoccoz a látványos Mandelbrot-halmazok révén nagy népszerű­
ségre szert te tt komplex dinamikai rendszerekről adott elő.
Beszámolómat azzal az örömteli magyar vonatkozású eseménnyel zá­
rom, hogy Tardos Gábor kapta a fiatal matematikusoknak Párizs polgár- 
mestere által adományozott díjak egyikét. Az indoklás kiemeli, hogy Tardos 
Gábor jelentős eredményeket ért el algoritmuselméleti és algebrai kérdések 
vizsgálatában, részben vagy teljesen megoldva számos ismert nyitott prob­
lémát.
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BESZÁMOLÓ AZ EURÓPAI MATEMATIKAI TÁRSULAT
VÁLASZTMÁNYÁNAK 1992-ES PÁRIZSI ÜLÉSÉRŐL
KATONA GYULA
Az ülésen társulatunk két jelentős diplomáciai sikert ért el. Egyrészt 
Márki Lászlót az Európai Matematikai Társulat alelnökévé választották, 
másrészt elfogadták jelentkezésünket (Barcelona ellenében) a második Eu­
rópai Kongresszus budapesti, 1996-os megrendezésére. Ez a nagy kitüntetés 
a magyar matematika nagyszerű hagyományainak és a jól megrendezett kon­
ferenciáknak köszönhető. Ugyanakkor hatalmas feladat. Csak tagjaink aktív 
segítségével tudjuk jól megszervezni a két-háromezer fős kongresszust. Kérek 
mindenkit, akinek a szervezéssel kapcsolatos ötletei vannak, vagy részt tud 
venni a szervezés munkájáben, jelentkezzen a Társulat főtitkár-helyettesénél, 
Kulcsár Cecíliánál.
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JELENTÉS AZ 1992. ÉVI SCHWEITZER MIKLÓS 
MATEMATIKAI EMLÉKVERSENYRŐL
A Bolyai János Matematikai Társulat a verseny megrendezésére az 
alábbi bizottságot kérte fel: Császár Ákos (elnök), Fejes Tóth László, Freud 
Róbert, Halász Gábor, Kiss Emil, Komjáth Péter, Kós Géza (titkár), Lacz- 
kovich Miklós, Michaletzky György, Rúzsa Imre, T. Sós Vera. A bizottság 
munkájából egyéb elfoglaltságai miatt kimentette magát Fejes Tóth László 
és Rúzsa Imre.
A versenybizottság 10 feladatot (lásd alább) tűzött ki, melyek megoldá­
sára október 16. és 26. között 10 teljes nap állt a versenyzők rendelkezésére. 
Az első' feladat Hajnal Andrástól, a második Erdős Páltól, a harmadik Fried 
Ervintől, a negyedik Bárány Imrétől és Károlyi Gyulától, az ötödik Totik 
Vilmostól, a hatodik Halász Gábortól, a hetedik Juhász Istvántól, a nyol­
cadik Császár Ákostól, a kilencedik Károlyi Gyulától és Lovász Lászlótól, a 
tizedik Komlós Jánostól és Ajtai Miklóstól származik.
A tíz feladatra 17 versenyző összesen 77 megoldást adott be. A 10. 
feladat bizonyult a legnehezebbnek, nem érkezett rá helyes megoldás. Egy- 
egy versenyző oldotta csak meg az 1. és a 6. feladatot. A 3. feladatra, egy 
lényegében helyes és egy hiányos megoldás érkezett. Ketten-ketten oldották 
meg lényegében a 4. és a 8., hatan a 7. feladatot. A 2., 5. és 9. feladatot a 
versenyzőknek több, mint a fele megoldotta.
A versenybizottság november 17-i ülésén döntött a díjak odaítéléséről.
I. díjat és 6000 Ft. pénzjutalmat nyert
Bíró András, az EILTE IV. éves hallgatója.
II. díjat és 4000-4000 Ft. pénzjutalmat nyert
Prokaj Vilmos, az ELTE V. éves hallgatója
Vu Ha Van, az ELTE IV. éves hallgatója.
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III. díjban és 2000-2000 Ft. pénzjutalomban részesül 
Benczúr András,
Drasny Gábor
Keleti Tamás, mindhárman az ELTE V. éves hallgatói.
Indoklás
Bíró András hibátlan megoldást adott az 1., 2., 5., 7., 8. és 9. feladatra. 
A 3. feladatra adott megoldásában az egyik állítás bizonyítása hiányos. A 
10. feladatban szerepló' sorozatról csak annyit bizonyított be, hogy monoton 
nó'.
Prokaj Vilmos jó, illetve lényegében jó megoldást adott a 2., 5., 7. és 9. 
feladatra, és a 3. feladat megoldásában is csak könnyen javítható technikai 
hiányosságok vannak. A 8 . feladatban egy esettel nem foglalkozik.
Vu Ha Van a 2., 4., 5., 6., 7., 8., 9. és 10. feladatra adott be megoldást, 
ezek közül a 2., 4., 5., 6 . és 9. teljes. A 8. feladatban csak a véges alaphalmaz 
esetével foglalkozik. A versenyzó'k közül egyedül ö oldotta meg a 6. feladatot.
Benczúr András az 1., 2., 4., 5., 6., 7., 8. és 9. feladatra adott be 
megoldást. Ezek közül a 2., 4., 7. és 8. helyes, illetve lényegében helyes, míg 
az 5. feladat megoldásában javítható hiba van, amely a megoldás menetét 
nem befolyásolja.
Drasny Gábor lényegében helyesen megoldotta az 5., 7. és 9. felada­
tot, és egy számítási hibából eredő' minimális hiányosságtól eltekintve a 2. 
feladatot. Ezen kívül az 1. feladat könnyebbik állítását is bebizonyította, 
és megmutatta, hogy a 10. feladatban szerepló' sorozat monoton nő. A 8. 
feladatban csak a véges alaphalmaz esetével foglalkozik.
Keleti Tamás megoldotta a 2., 7. és 9. feladatot. Az 5. feladatban ugyan­
azt a javítható hibát követte el, mint Benczúr András. Az 1. feladatban ő 
is bebizonyította a könnyebbik állítást. A 8. feladat megoldásában helye­
sen sejti meg az eredményt, de a nehezebbik irány bizonyítása hibás. A 10. 
feladatban bebizonyította, hogy a sorozat monoton nő.
Dicséretben és 1000-1000 Ft. jutalomban részesül Hajdú Gábor, az 
ELTE V. éves és Kondacs Attila, az ELTE III. éves hallgatója.
Hajdú Gábor az 1., 2 ., 4., 5., 7. és 9. feladatra adott be megoldást. 
Jól oldotta meg a 2., 5. és a 9. feladatot (az ötödiket kétféleképpen). Az 
1. feladatban a könnyebbik irányt jól bizonyítja, a megfordítást viszont egy 
hibás ellenpéldával próbálja cáfolni. A 4. feladatban csak az alsó becslést 
bizonyítja.
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Kondacs Attila a 2., 5., 6., 7., 8. és 9. feladatra adott be megoldást, ezek 
közül a 2., 5. és 9. helyes. A 8. feladatban csak a véges alaphalmaz esetével 
foglalkozik.
Könyvjutalomban részesül Csörnyei Marianna, a Fazekas Mihály Gya­
korló Gimnázium III. osztályos tanulója, aki a mezó'ny egyetlen középiskolás 
résztvevője volt, megoldotta az 5. feladatot és a 9. feladatban is megtalálta 
a helyes gondolatmenetet.
Az 1992. évi Schw eitzer M iklós M atem atikai Em lékverseny fela­
d a ta i
1. Készítsünk gráfot a megszámlálható rendszámok hármasainak hal­
mazán mint szögponthalmazon a következőképpen, {a,/?, 7 } és {a1, ß1,')'} 
össze van kötve, ha a < ß < a' < 7 < ß' < 7 ' vagy a! < ß' < a < 7 ' < 
ß < 7 . Bizonyítsuk be, hogy az alaphalmaz egy részhalmaza akkor és csak 
akkor feszít ki megszámlálható kromatikus részgráfot, ha rendtípusa — a 
lexikografikus rendezésben — kisebb, mint uf.
2. Legyen p prím és a\, a2, ..., páronként inkongruensek modulo p. 
Bizonyítsuk be, hogy az a^-k közül kiválasztható [\/k — 1] darab úgy, hogy 
a kiválasztottak közül akárhány különbözőt összeadva sohasem kapunk p-vel 
osztható számot.
3. Nevezzünk egy (nem triviális) hálóosztályt álvarietásnak, ha zárt 
a homomorf kép, direkt szorzat és konvex rész képzésére. Bizonyítsuk be, 
hogy a legkisebb disztributív álvarietás nem definiálható elsőrendű formu­
lahalmazzal.
4. Mutassuk meg, hogy léteznek ci és c2 pozitív konstansok úgy, hogy 
tetszőleges n >  3 esetén, valahányszor Ti és T2 két fa az X  — {l,2, . . . ,n} 
szögponthalmazon, létezik olyan f  : X  —> { —1,+1} függvény, melyre
tetszőleges P  útra, mely Ti-nek vagy T2-nek részgráfja, de C2 log n /  log logra 
felső korláttal már nem igaz hasonló állítás.
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5. Igazoljuk, hogy ha az öj-k különböző természetes számok, akkor
(1)
négyzetszám.
6 . Legyen P  C [0,1] Lebesgue-mérhető halmaz, amelynek Lebesgue- 
mértéke, \E\ < Jp Legyen
dt
h(s) =  í  
JEI  (s -  í)2 ’
ahol P  = [0,1] \  E. Igazoljuk, hogy van olyan t £ E, amelyre
valamely c abszolút konstanssal.
7. Bizonyítandó, hogy ha az X  topologikus tér minden diszkrét alteré­
nek lezártja kompakt, akkor X  maga is kompakt.
8 . Legyen T  X-beli szűrőknek olyan halmaza, hogy ha a, r  € T  és 
S  € er, T  G r  esetén S f j T 1 7^  0, akkor u f j r  £ T . Azt mondjuk, hogy T  
kompatibilis egy X-beli topológiával, ha x £ X  pontosan akkor érintkezési 
pontja A C X-nek, amikor van olyan a £ E ,  hogy : r € 5 é s S n 2 l ^ 0  
minden 5 £ a-ra.
Mikor van ilyen kompatibilis T  X-nek ama topológiájához, amelyben 
zártak X és X-nek véges részhalmazai?
9. Legyen K  olyan korlátos, (/-dimenziós konvex poliéder, amely nem 
szimplex, P  pedig JL-nak egy pontja. Mutassuk meg, hogy ha a P\, • • ■, -Pfc 
csúcsok nem esnek ií'-nak ugyanarra a lapjára, akkor közülük valamelyik 
elhagyható úgy, hogy K  maradék csúcsainak konvex burka még mindig 
tartalmazza P-t.
10. Az egységnégyzetben egymástól függetlenül, egyenletes eloszlás sze­
rint elhelyezünk n pontot. A Gn gráf csúcsai legyenek ezek a pontok. Két 
pontot akkor kötünk össze éllel, ha az őket összekötő szakasz meredeksége 
nemnegatív. Jelölje M n azt az eseményt, hogy a Gn gráfnak van 1-faktora. 
Bizonyítsuk be, hogy limn—,.00 P (M 2n) = 1.
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A megoldások ism ertetése  
Az 1. feladat megoldása
(a) Legyen A részhalmaza lj\ hármasai halmazának. Könnyű látni, hogy A 
típusa a lexikografikus rendezés szerint ujf éppen akkor, ha
3*a3*ß3*y ({a,ß,y} £ A),
ahol 3 * a „létezik megszámlálhatónál több” kvantor. Innen azonnal következik, 
hogy megszámlálható sok w -^nél kisebb rendtípusú halmaz egyesítése is cu^ -nél 
kisebb rendtípusú. A feladat egyik feléhez elég tehát azt bizonyítani, hogy ha A cuf 
típusú, akkor van benne él. Legyen a < ß < uj\ olyan, hogy 3*y({a,ß,7} £ A). 
Legyen a' > ß olyan, hogy 3* ß'3*y' ({a', ß1 , y'} £ A). Ezután találhatunk 7 > aZ-t, 
amire x  = {a, ß, 7} £ A, végül választunk 7 < ß' < y'-t, amire x '  = {a1, ß ' , 7*} £ A 
s ekkor x ,  x '  össze vannak kötve.
(b) Ha A rendtípusa < ujf, a fenti észrevétel szerint
V*aV*ßV*y({a,ß,y}?A),
ahol V* a „minden elég nagyra” kvantor. Mivel azonos első' koordinátájú pontok 
nincsenek összekötve, a megszámlálható sok „kivételes” első koordináta megszám­
lálható sok független halmazt határoz meg, ezért rögtön feltehetjük, hogy
VaV*ßV*y ({a, ß ,y j & A).
hogy van olyan f(a)  és g(a,ß) függvény, hogy ß > f(a), 7 > g(a,ß) esetén 
{at,ß,7 } 0 A.
A Löwenheim-Skolem tétel ismételt alkalmazásával találhatunk olyan : 
£ < növő rendszámsorozatot, hogy Óq = 0 , <$£ =  sup{<5^  : C < £} limesz 
f esetére, továbbá a < 6 -^re f(a) < 6 £ é s  a, ß < 6 -^re g{a,ß) < 6 g. Ha most 
B£ — ^4-1 — <5^ , akkor {B^ intervallumokra való partíciója wi-nek és
{a,ß, 7} £ A esetén a, ß, 7 nem lehet három különböző H -^ben.
Nevezzük {a,ß, 7} £ / 1-t első típusúnak, ha {«, ß ,7} £ B^ valamely £-re. 
Nevezzük második vagy harmadik típusúnak, ha a ,ß £ Bq, 7 £ Bf., illetve a £ Bq, 
ß,y £ Bf. alkalmas rj < £-re. Elég külön-külön jólszínezni az egyes típusokat. 
Az első típusú hármasok jólszínezéséhez elég a halmazokat úgy színezni, hogy az 
egy 13^-ben levő (megszámlálható sok) hármast különböző színekkel színezzük. 
Ha {a,ß, 7} második típusú hármas, a,ß £ Bq, 7 £ B^, 77 < £-re, színezzük 
h(a, ß , 7) = F{r), £)-vel, ahol az F függvény olyan tulajdonságú, hogy üo < Vl < V2 ~ 
re F(r)0 ,rn) ± F(Vl,V2 )-
Ilyen F a következőképpen kapható: legyenek {vq : q < lü\ } különböző valós 
számok, {qi : i < ej} a racionális számok felsorolása. Ezután 'i]q < rp-ro, ha qt rq0
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és rTjL között van, legyen F(j]q, rft) = 2i illetve 2i + 1 aszerint, hogy r^Q < r í?1 
illetve fordítva.
A harmadik típusú hármasok színezése hasonlóan adható meg.
Bíró András megoldása alapján.
Részeredményt ért el Drasny Gábor, Keleti Tamás és Hajdú Gábor.
A 2. feladat megoldása
Az állítás k < 4-re nyilván igaz. Legyen t =  k — 1. Feltehető, hogy (al ,p) = 1 
ha i = 1,2, ...,í. Szorozzuk végig mindegyik aj-t 1,2, 1-gyel és tekintsük a
legkisebb nemnegatív maradékukat modulo p.
Belátjuk, hogy van olyan 1 < j  < p — 1, amelyre ja\, ...,jat maradékai közül 
legalább [\/i] darab nagyobb mint 0 és kisebb mint [p/\/f] + 1. Ezek az at-k meg 
fognak felelni, hiszen a jaj-k maradékai pozitívak, (j, p) = 1 miatt különbözőek és 
összegük legfeljebb
tehát sehány ja j összege sem lehet p-vel osztható, amiből következik, hogy az aj-k 
is jók.
Visszatérve a bizonyítandó megoldáshoz; ha nem lenne megfelelő j, akkor 
minden j -re kevesebb, mint [\/í] darab jaj maradék esne az adott határok közé, és 
így összesen is legfeljebb (p — l)([>/í] — l)-szer fordulnának elő ilyen maradékok. 
Másrészt bármely f-re (al , p) = 1 miatt jaj pontosan [%/í]-szer esik az adott határok 
közé, az összes jaj pedig pontosan [y/i\ ■ (p — l)-szer. Mivel ez nagyobb, mint az 
előbb kapott becslés, ellentmondásra jutottunk.
Benczúr András, Bíró András, Drasny Gábor, Hajdú Gábor, Hegedűs László, 
Keleti Tamás, Kondacs Attila, Prokaj Vilmos és Vu Ha Van megoldása alapján.
Részeredményt ért el László Ákos.
A 3. feladat megoldása.
(A ’’komolyabb” lépések Ralph McKenzie-től valók.) Tetszőleges K, hálóosztály 
esetén jelölje H(IC), C(K') és P(IC) megfelelően a A'-beli hálók homomorf képeinek, 
konvex részeinek és direkt szorzatainak az osztályát. Könnyű belátni, hogy a IC-1 
tartalmazó legkisebb álvarietás H(C(P(IC))). Mivel minden disztributív hálónak 
homomorf képe a kételemű 2 háló, ezért a legkisebb disztributív álvarietás /Cg = 
H(C(P( 2))).
Tegyük fel, hogy a korlátos L háló eleme Vg-nak. Ez azt jelenti, hogy van 
olyan L\ 6 C(P(2)), L2 G P(2), hogy L az Lx-nek homomorf képe, L\ az L2' nek 
konvex része. Legyen 0 és 1 az L háló legkisebb és legnagyobb eleme. Ezek előállnak,
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mint egy-egy Lj-beli 0; és 1 y elem képe. Mivel az ezek meghatározta intervallum 
is konvex, ezért eleve feltehető', hogy ezek Ly  korlátelemei. Legyen = I lié / 2j 
és legyen J  =  {j € I  | 7Cj (0;) < 7Tj (1 j )}. A konvexitásból azonnal következik, hogy 
L y  = UjeJ  2j. Ebből következik, hogy L  kételemíf hálók direkt szorzatának, azaz 
a J halmaz részhalmazai hálójának homomorf képe.
1. állítás: Egy megszámlálható halmaz véges és kovéges részhalmazainak 13 q 
hálója nincs benne /Cg-ban.
Mivel Bq korlátos, ezért csak úgy lehet eleme /Cg-nak, hogy létezik egy <p : 
L y  —> 13() homomorfizmus. Legyenek ay, ..., an, • a Bq atomjai, és legyenek az 
Ay, ..., An, ... c  J halmazok úgy választva, hogy <p(Aj) = aj minden természetes 
i-re. Az Aj = Ay, A’2 = A^ \  Aj, A3 = A^ \  (Aj U Aj),... választással egy olyan 
A j,..., A 'n , ... C J  részhalmaz sorozatot kapunk, amely az előző sorozathoz képest 
azzal a tulajdonsággal rendelkezik, hogy elemei diszjunktak. Legyen A* = UA^^j 
és A+ = UA2j, ahol i a természetes számokon fut végig. Mivel ezek egymás 
komplementerei, ezért a <p-nél vett a* és a“*" képük is egymás komplementerei. 
Mivel mindegyikük végtelen sok atomnak felső korlátja, ezért mindegyikük csak 
kovéges lehetne; de kovégesek metszete nem lehet az üres halmaz.
2. állítás: A megszámlálható sok elemmel generált B\ szabad Boole-háló nem 
eleme /Cg-nak.
Bq a Zij-nck homomorf képe. Ha tehát B\ a Ag-ban volna, akkor a homomor- 
fizmusra való zártság miatt 13y is benne lenne, ami az 1. állítás miatt lehetetlen.
3. állítás: Tekintsük egy megszámlálható halmaz összes részhalmazainak Boole- 
algebráját. Ebben egy kongruenciarelációt definiálunk a következőképpen: két hal­
mazt akkor sorolunk egy osztályba, ha szimmetrikus differenciájuk véges. Az esze- 
rinti f?2 faktorháló egy olyan Boole-háló, amely /C’g-hoz tartozik és bármely két 
összehasonlítható eleme között van egy tőlük különböző (azaz a háló sűrű).
Az állítás első része triviális, hiszen B2 kételemű hálók direkt szorzatának 
faktora. Tegyük fel most, hogy U és V olyan nem kongruens halmazok, amelyekre 
U < V a faktorhálóban. Ez azt jelenti, hogy alkalmas véges P és (7-hoz diszjunkt 
végtelen Q halmazra V U P = U U Q. Legyen R U S a Q két végtelen diszjunkt 
halmazra való felbontása. Ekkor U < U U R < V teljesül a faktorhálóban.
ly. állítás: By és B2 elemien ekvivalensek.
132 egy sűrű Boole-háló. Ezek a tulajdonságok megfogalmazhatóak elsőrendű 
formulahalmazzal. A Leszálló Lövenheim-Skolem tétel szerint elemien ekvivalens 
egy megszámlálható sűrű Boole-hálóval. Mivel pedig bármely két megszámlálható 
sűrű Boole-háló izomorf és a megszámlálhatóan generált szabad Boole-háló is sűrű, 
ezért a jelzett elemi ekvivalencia fennáll.
By és i?2 ugyanazokat az elsőrendű axiómákat elégítik ki, egyikük eleme /Cg- 
nak, másikuk nem, tehát a hálóosztály nem definiálható elsőrendű formulahalmaz­
zal.
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Érdemes megjegyezni, hogy a Boole-hálók mint hálók álvarietást alkotnak. 
Valószínű, hogy e háló és Kg között végtelen sok álvarietás van, de hogy ezek 
számossága megszámlálható-e, az nem világos.
Lényegében megoldotta Prokaj Vilmos. Részeredményt ért el Bíró András.
A 4. feladat megoldása.
a) Tetszőleges T  fához definiáljuk az X  halmaz egy 7ry permutációját. Legyen 
7ry(l) = 1. Tegyük fel, hogy 7ry(l),..., 7Tj'(s) már definiált (s < n). Ekkor létezik 
maximális r < s úgy, hogy 7ry(r)-nek van ^ ( l ) , ...,^ (s j- tó l különböző' szom­
szédja. Jelölje ^ (r j-n e k  ezeket a szomszédait u i ( s ) , (s). Hagyjuk el T-nek 
irj^(r)vj(s) éleit (1 < j  < is) és jelölje Tj(s) az így kapott gráf Vj(s)-t tartal­
mazó komponensét; ez is nyilván egy fa. Rögzítsük azt az indexet, melyre Tj(s) 
csúcsainak száma maximális, és legyen 7Pp(s + 1) = Vj(s).
A 7T € S x  permutáció intervallumai alatt a {7r(í),7r(i + 1), ...,7r(j)} típusú 
halmazokat értjük, ahol 1 < i < j  < n.
Állítás: A T  fa minden részútja O(logn) darab 7ry-intervallum diszjunkt uni­
ója.
Bizonyítás. Egy utat hívjunk monotonnak, ha csúcsai mind különböző távol­
ságra vannak az 1 ponttól, nyilván minden út legfeljebb két monoton út diszjunkt 
uniója. Indukcióval pedig könnyen bebizonyítható, hogy
1. lemma. Ha P  monoton részútja T-nek, akkor P diszjunkt uniója 7Tj’ legfel­
jebb [log(n +1)] számú intervallumának. (A bizonyításhoz nyilván feltehető, hogy 
a P  út egyik végpontja 1.)
Tehát a feladat első részének bizonyításához elég megmutatni, hogy ha 7r,cr € 
S x , akkor létezik olyan /  : X —* { — 1, +1}, hogy tx és cr minden I  részintervallumára
x£/
nem nagyobb, mint egy univerzális konstans.
Nyilván feltehető, hogy n páros. Nézzük a következő G gráfot az X  szögpont­
halmazon. G élei:
7T(1 )7r(2), 7t(3)7t(4), 7t(5)7t(6), ..., tt(ti — l)7r(n),
a(l)a{2), ct(3)ít(4), a(5)a(6), ..., a(n -  l)cr(n).
Ebben minden pont foka legalább 1, nem tartalmaz páratlan kört (Tetszőleges 
körben az élek felváltva vannak a két csoportból!), és az 1 fokú pontok szomszédja 
is 1 fokú, tehát tartalmaz teljes párosítást. Az egyik osztály pontjait +l-gyel, a 
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b) Tetszőleges d > 2-re legyen in(d) = 1 + d + d^ + ... + d^ ^. Tekintsük 
X  = {1, 2, ...,m(d) = n}-ben a következő két fát:
(T'2 egy d magasságú fa, amelyben a két szélső szint kivételével minden pont 
foka d + 1, és a pontokat szintenként sorban számoztuk meg.)
Könnyű látni, hogy ha nincs Tj-ben olyan d hosszú út, amelynek pontjait 
csupa 1-gyel megegyező színűre színeztük, akkor létezik T2-ben olyan 1-ből induló 
d hosszú út, amelynek pontjait mind 1-gyel megegyező színűre színeztük. Tehát van 




Mivel d > log n/ log log n, ebből az állítás következik.
Benczúr András és Vu Ha Van megoldása alapján. 
Részeredményt ért el Hajdú Gábor.
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I. megoldás. Jelölje hn(ui, ...,an) az (l)-ben levő kifejezést, n szerinti induk­
cióval igazoljuk, hogy ez nem más, mint (a± + ••• + an)^. n = 2-re ez könnyen 
ellenőrizhető, így csak az indukciós lépés igazolása marad hátra.
hn argumentumait tekintsük komplex számoknak. Rögzített 0,2, an esetén 
a
Hn(z) = hn{z,a2, ...,an)
függvénynek legfeljebb elsőrendű pólusai vannak az a2, ...,an helyeken, de egysze­
rűen látható, hogy hn reziduuma 0 ezeken a helyeken, ezért hn egész függvény. 
Mivel nagy z-re \Hn(z)\ < 2\z\2, egy jól ismert tétel alapján Hn legfeljebb másod­
fokú polinom.
Mindez persze bármely más argumentumról is elmondható, amivel azt kapjuk, 
hogy hn legfeljebb másodfokú polinom minden egyes a^-ben, ha a többi változót 
rögzítjük. Jól ismert (és n szerinti indukcióval könnyen igazolható), hogy ekkor hn 
az a j , ...,an változók legfeljebb másodfokú polinomja, és hn homogenitása alapján
(2) hn{ai, • (in) ~ («1 + ••• + an )2 = ^  c ^a ^ j
j < k
A z 5. feladat m ego ld ása .
adódik valamilyen Cjj konstansokkal.
Vegyük észre, hogy ha o.j = 0 valamilyen j-re, akkor
1, ..., Un) hn—1 (u-i,..., Uj_ ^ , ..., Ön),
és így az indukciós feltevés alapján (2) baloldala 0. Mármost az ak = 1, aj = 0 
(j ^  k) helyettesítésből ckk = 0, majd az = ak — 1, aj — 0 (j ^  k,l) 
helyettesítésből cki =  0 adódik. Tehát (2) jobb oldala 0, amivel az indukciós lépést 
igazoltuk.
II. megoldás. Legyen
**) = n ^+ ak
k=l z - a k
A zp{z)-nek az o,-kben van szingularitása
2aj  n
aj T ak 
aj -  ak





Ha p ( z )  oo körüli Laurent-sora
akkor ez másfelől 62/ 2- 
\z\ > max\aj\  esetén
amiből leolvasható, hogy fe2 = 2 Efc=l afc + 4 El<fc<Kn akal = 2(E  ak)2■
III. megoldás. Legyen w(z) = rifc=i (z _ a A:)- A. Lagrange interpolációs formula 
szerint
, ________ w(f)_______ _ / ,
JZ\ 2 (z ~ aj) Uk=i(aj ~ ak)
az a legfeljebb (n — l)-edfokú polinom, amire r(a,j) = bj. Legyen bj = aj (a  ^+
afc) = afaaj), ahol 9(2) = Il£= i(z + afc)-
Látjuk, hogy a feladatban szereplő összeg nem más, mint — r(0)/2w(0). 
z2q{z) — r(z) tehát eltűnik az ay-kben, és így s(z)w(z) alakú, ahol a fokszámok 
alapján s(z) másodfokú, s(z) = z2+az+b. Mivel q(z) = zn +<r\zn~^+a2zn~2 + ..., 
ahol di = £ £ =1afc, °2 = Í2l<k<l<nakab wiz) = zn -  <rlZn- 1 + a2zn~2 + ..., 
az együtthatók összehasonlításával a z2q(z) — r(z) = s(z)w(z) azonosságban:
zn+2 + aíZn+1 + a2zn + ... = (z2 + az + b)(zn -  a ^ 1 + a2zn~2 + ...)
a \  =  a — a \ ,  a = 2<rj_,
9a2 = b — aai + <r2, b = a = sigma\ = 2 <T|. 
Innen —r(0) = s(0)w(0) = hw(0) = 2<r^ w(0) és
Itt felhasználtuk, hogy egyik aj sem 0; ellenkező esetben az n csökkenthető, 
mint az I. megoldásban.
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Balogh József, Bíró András, Csörnyei Marianna, Drasny Gábor, Hajdú Gá­
bor, Kondacs Attila, László Ákos, Maróti Miklós, Podoski Károly, Prokaj Vilmos, 
Szepesvári Csaba és Vu Ha Van megoldása alapján.
Könnyen javítható hibát vétett Benczúr András és Keleti Tamás.
A 6. feladat megoldása.
Legyen E\ = {í G E : minden /  9 i intervallumra 11 n E\ < K\E\ ■ |/|}. 
A maximálegyenlőtlenség szerint K  lerögzíthető abszolút konstansnak úgy, hogy 
l-E-ll > A definíció alapján |E\ fi E\ = 0. Az
Je 1 I e  h(s){s -  t)2 dt Se H s) Jex (s -  t)2
integrált fogjuk felülről becsülni.
Legyen Is olyan Is 9 .s intervallum, amelyre \IS fi E\ = ^l-ísl- Ilyen m. m. 
s G E-re van, ha \E\ < ^.
Ha s € E ilyen és t € E^ tetszőleges, akkor
azaz





Van tehát olyan t £ E\, amelyre
0
Vu Ha Van megoldása alapján.
A 7. feladat megoldása.
Nyilván elég a feltétel szükségességét bizonyítani.
Tegyük fel, hogy X  nem kompakt, és legyen k a legkisebb számosság, amelyre 
igaz, hogy V-riek van olyan k számú nyílt halmazból álló fedése, amelyből nem 
választható ki véges fedés. Nyilván k reguláris számosság.
Legyen {Ga : a  £ k } szigorúan növekvő' nyílt fedés. Válasszunk ki minden 
a £ k- ra egy pa £ Ga+\ \  Ga pontot, nyilván pa ^ {pp : a < ß < k} C X \  Ga 4.1.
Azt állítjuk, hogy van olyan A C n végtelen indexhalmaz, amelyre
(i) {pa : a £ A} nem kompakt,
(ii) a € A esetén pa £ ~{pß : ß £ A és 0 < a}.
Mivel {pa : a £ A} így diszkrét altér, ezzel készen leszünk.
Tegyük fel, hogy nincs ilyen A. Transzfinit rekurzióval definiálunk egy {au} C 
k növekvő rendszáinsorozatot, mely kofinális lesz K-ban és (/I = {ay }-re) kielégíti
Legyen ao=0> és ha valamely /x-re Aß = [ay : v < p) definiálva van úgy, hogy 
Aß kielégíti (ii)-t és nem kofinális K-ban, akkor {pa ■ a £ Aß} kompakt, így van 
olyan > supAM, melyre {pa ■ a £ Aß} C Ga Nyilván paß & {pa : a £ Aß}.
A rekurzió akkor álcád meg, ha Aß kofinális K-ban. Ekkor (ii) teljesül, tehát 
{pa ■ a £ Aß} kompakt, így része valamely G-y-nak, ami viszont ellentmond annak, 
hogy van olyan a £ Aß, melyre a > 7 .
Benczúr András, Bíró András, Drasny Gábor, Juhász Géza, Keleti Tamás és 




A válasz: akkor, ha | AT < 2 .
Ha X  véges, megfelel T  = {x : x £ X}  (itt i = { 5 c X :  a; € 5}).
Legyen uj < |A'| < 22 . Tekintsük az (x , B) párokat, ahol x £ X  — B, B C X
c\Lü
pedig megszámlálhatóan végtelen; ezek száma < 2 . Legyen (xa . Ba ) e pároknak
kezdőszámtípusú jólrendezése. Minden a-ra válasszunk egy Ba-1 tartalmazó va 
szabad ultraszűrőt. Ezt rekurzióval megtehetjük úgy, hogy 0 < a esetén ijß ^  va
legyen. Valóban, f?a -ban 2Z szabad ultraszűrő van (lásd Gillman-Jerison: Ring
C\LÜ
of continuous functions, 9.2), s mivel az a-nál kisebb 0-k száma < 2Z , van köztük 
olyan is, amely különbözik az Vß-k (0 < aj Ba -n vett nyomaitól, s ezt folytathatjuk 
X-beli va ultraszűrővé. Legyen aa — xa fj va ■
Álljon T  a f | i  Wj alakú szűrőkből, ahol n £ N, minden vt aa alakú és a meg­
felelő xa pontok minden i-re azonosak. Jelölje két JA-beli a és b halmazrendszerre 
a||b azt, hogy A fj B ^  0 minden A £ a-ra és B £ b-re.
Ha T  két elemére fj"  v.;11 f j f  i ’j és az iß-k közös ,xa -ja x, az xd-ké x \  akkor 
von olyan i és j ,  hogy u; 11 w , ami azonban csak x = x' esetén állhat elő, hiszen 
az va-k szabad szűrők, továbbá a á 0 esetén va és i)ß különböző ultraszűrők. 
Ilyenkor tehát fj"  iß fi f j v'- £ T .
T  kompatibilis X-nek tekintett (szokásos elnevezéssel kovéges) topológiájával. 
Ha x £ A és x £ A is áll, akkor egy .x-et; nem tartalmazó megszámlálhatóan végtelen 
B-1 választva, ( x , B )  — (xa , Ba ) egy a-ra, és {x}||o-a , {AjHo-Q,, a £ T . Ha x 0 A, 
akkor A végtelen; választunk egy megszámlálhatóan végtelen B c  A halmazt, erre 
(x,B) — (xa ,B a ) és aa ismét jó, mert B £ Va-
Ha viszont a = fj" Vj £ X, {.x}||u, {A}||cr, akkor x éppen az Vj-k közös xa -ja 
(ismét az w^-k szabad volta folytán), továbbá vagy x £ A, vagy {A}||i>j egy t-re, 
ami fj = aa esetén (az x  & A esetben) csak {.4}||wa esetén lehetséges. így azonban 
A végtelen (mert i>a szabad), és x £ A.
r \L ü
Legyen végül |X| > . A C X  megszámlálhatóan végtelen. Minden x £ X-re
áll most x £ A, tehát van olyan rrx £ T  (egy feltételezetten jó X-re), hogy {.x;}1 1 , 
Legyen vx egy az ox .4-beli nyománál finomabb ,4-beli ultraszűrő. Mivel
C\ iü
ilyen csak 2 számú van, kell lenni x á y pontoknak, amelyekre vx = vy , s akkor 
ax \Wy, úgyhogy ax n ay £ T . Csakhogy {x}||<rx n <ry, {?/}\\ax D ay folytán ebből 
y £ {:<;} következnék, pedig a kovéges topológia T\ .
Bíró András megoldása alapján.
Lényegében helyes Benczúr András megoldása. Prokaj Vilmos megoldásából 
egy eset vizsgálata hiányzik. Részeredményt ért el Keleti Tamás.
A  8. feladat m ego ld ása
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Legyenek (pj , vi, • ••, «/} K  csúcsainak halmaza. Ha 1 = 0, akkor k > d+ 2
és az állítás Caratheodory tételéből következik. Feltehetjük tehát, hogy l > 0.
Megmutatjuk, hogy affjpi, •■,%} Cl conv{«i, ...,«/} 0. Ez nyilvánvaló, ha
aff{pi, ...,Pfc} = Rd. Egyébként létezik egy olyan hipersík, amely elválasztja 
aff{pi, ...,p^}-t conv{iq, •••. «/}-től. Ez a hipersík párhuzamos kell legyen 
aff{pi, ...)Pjfe}-val, ezért eltolhatjuk úgy, hogy tartalmazza aff{pi, ...,p/.}-t. Ezzel 
viszont Ff-nak egy olyan táinaszhipersíkját konstruáltuk meg, amely tartalmazza 
Pl, ...,p£-1, ami ellentmond annak a feltételnek, hogy ezek nincsenek ugyanazon a 
lapon.
Legyen«; £ aff{pi, ...,p/,}nconv{«i, ...,«/}• Felírva p-t K  csúcsainak konvex li­
neáris kombinációjaként, léteznek olyan cq ,..., cq . Q\ ,..., > 0, számok, amelyekre
E iL i oti + E j= i  ej = 1 és V = T!í=i aiPi + E j= i  OjVj-
Ha a,; = 0 valamelyik 1 < * < fc-ra, akkor elhagyhatjuk pj-t és a maradék 
csúcsok konvex burka is tartalmazza p-t. Tegyük fel tehát, hogy al > 0 minden 
í-re. Mivel a pj-k nincsenek Fv-nak ugyanazon a lapján, ebbó'l következik, hogy 
p € /  Ff. De akkor azt is feltehetjük, hogy 6j > 0 minden j-re. Legyen
A 9. feladat m egoldása.
Az tt-t és m-t összekötő egyenes affjpi, ...,pfc}-ban fekszik, így metszi 
dconv{pi, ...,p^.}-t (a relatív topológiában) két pontban: s-ben és s'-ben. Feltehet­
jük, hogy u £ coiiv/w, s}. Mivel k > 2, létezik egy i, amire s £ conv{pi, ...,pi_i, 
pj+ 1,...,p/}. Tehát
u £ conv[p!, ...,Pj_i,p*+ i,...,Pjfc,«i,...,q} 
és
P = ít+ (^j^7) U' C
Fh'rd András, Drasny Gábor, Hajdil Gábor, Keleti Tamás, Kondacs Attila, 
Maróti Miklós, Prokaj Vilmos és Vu Ha Van megoldása alapján.
Csörnyei Marianna megoldásának gondolatmenete helyes, de két állítás bizo­
nyítása hiányos.
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Bármely pontpár 0 valószínűséggel esik egy vízszintes vagy függőleges egye­
nesre, ezért feltehetjük, hogy a pontok abszcisszái és ordinátái mind különbözők.
Legyen N > 16 pozitív egész és e > 0 rögzített. Legyen m = [ ^ ] .
Osszuk fel az egységnégyzetet egy vízszintes vágással két részre úgy, hogy a két 
felébe egyaránt n pont essen Ezután pedig osszuk fel a két ’’fél” négyzetet egy-egy 
függőleges vágással úgy, hogy az egyes részekben m, n — m, n — m, m pont legyen 
az ábra szerint.
A 10. feladat m ego ld ása .
n pont
n pont
Megpróbáljuk összepárosítani az A tartomány pontjait a i?-be eső pontok egy 
részével, D pontjait C egy részével, majd B és C maradékát egymással.
Rendezzük sorba A\JB  pontjait a függőleges koordinátájuk szerint. A pontjait 
akkor nem tudjuk párosítani B egy részével, ha valamilyen fc-ra az utolsó 2k — 1 
pont közül legalább k darab .4-bői való. (Ilyenkor persze van olyan k is, amikor az 
utolsó 2k — 1 pont közül pontosan k darab való ,4-ból.) Ennek valószínűsége nem 
lehet nagyobb, mint
ha N > 16.
Ugyanígy becsülhetjük annak valószínűségét, hogy D-t nem párosítható össze 
C egy részével.
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Most megvizsgáljuk B és C maradékának összepárosíthatóságát. Először is 
megjegyezzük, hogy eddig csak a pontok függőleges eloszlását vizsgáltuk, most 
pedig csak a vízszintes eloszlásra van szükségünk. A B-ben, illetve C-ben levő 
párosítatlan pontok vízszintes eloszlása ugyanúgy egyenletes, mintha az A és D 
párosításához szükséges pontokat véletlenszerűen választottuk volna közülük.
Most a négyzet alsó és felső felét máshogy osztjuk fel, mégpedig N  — 1 függő­
leges vágással 2N  darab egyenlő szélességű téglalapra.
Eredetileg a pontok számának várható értéke minden egyes téglalapban . Ha 
n elég nagy, akkor legalább 1 — e valószínűséggel mindegyik téglalapban a pontok 
száma
n n , n n 
N ~ 37V3 es n  +  3Jß
közé esik.
Hagyjuk el a már összepárosított pontokat. A megmaradt pontok vízszintes 
koordinátája ugyanúgy oszlik el, mintha a felső sorból az m legbaloldalibb, az 
alsók közül az m legjobboldalibb elhagyása után még m-m darabot véletlenszerűen 
hagytunk volna el.
A négyzet felső felében az m = [2^] legbaloldalibb pont elhagyása után az 
E\ téglalap üres., az i?2*ben legfeljebb pont van, a többiben pedig a pontok 
száma jy -  és -^ + j ß  közé esik.
Hasonlóan a négyzet alsó felében az m legjobboldalibb pont elhagyása után 
Fjy üres, F^r_|-ben legfeljebb pont van, a többiben pedig a pontok száma
W ~ és 77 + Tvű közé efiik'
A párosítás során felhasznált további 2m pont lényegében egyenletesen oszlik 
el a £ 3, Ei,..., Ejy illetve F\ , £3,..., £/v—2 között. Ha n elég nagy, akkor m  is 
elég nagy, és akkor legalább 1 — e valószínűséggel mindegyik téglalapból legalább 
^1 — — 2), de legfeljebb 1^ + — 2) pontot hagyunk el, tehát
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az összes már párosított pont elhagyása után üres, ü^'ben legfeljebb pont 
van, E$, ben pedig a pontok száma
Hasonló a helyzet az f N i f N - 1 illetve F\, ■■■, f N—2 téglalapokkal.
Mindezekből következik, hogy a négyzet felső felében megmaradt pontok közül 
balról a fc-adik minden 1 < n — 2m-re megelőzi az alsó félben megmaradtak közül 
fc-adikat, így ezeket összepárosíthatjuk. Ha tehát az összes feltételünk teljesül, 
találtunk egy 1-faktort.
A számunkra kedvezőtlen esetek:
-  ha nem lehet A-1 B egy részével párosítani, ennek valószínűsége kisebb,
- ha nem lehet D-t C egy részével párosítani, ennek valószínűsége szintén
— ha az E i , ..., Epj, Fi, Fpj téglalapokban között elég egyenletesen oszlanak 
el a pontok, ennek valószínűsége kisebb, mint e;
- ha az elején párosított pontok nem elég egyenletesen oszlanak el az 
E$,..., Ejy , F] , ...,F]y_ 2 téglalapokban, ennek valószínűsége is kisebb, mint e.
Ha tehát n az 7V-től és r-tól függően elég nagy, akkor
Ezzel az állítás kész.
Komolyabb részeredményt senki sem ért el. A sorozat monotonitását bebizo­
nyította Bíró András, Drasny Gábor és Keleti Tamás.
mint -fa;
kisebb, mint fa;
P(Mn) > 1 - ^ - 2 e.
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